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Содержание самостоятельной работы 

Самостоятельная работа подразумевает получение новых 

знаний по изучаемой дисциплине. Всякое новое знание базирует-

ся на ранее изученном материале, поэтому перед изучением тем, 

выносимых на самостоятельную работу необходимо изучать лек-

ции, учебную литературу, готовиться к практическим занятиям, 

для чего ниже даны ссылки на литературу, по темам лекций и 

практических занятий.  
 

Рекомендуемые виды самостоятельной работы 

1. Работа с конспектом лекции, учебником, учебным посо-

бием, нормативными документами, материалами электронного 

ресурса и сети Интернет:  

- конспектирование; 

- составление плана и тезисов ответа; 

- аналитическая обработка текста (аннотирование, редакти-

рование, конспект-анализ); 

- решение задач и упражнений по образцу; 

2. Получение консультативной помощи специалистов. 
 

Формы контроля самостоятельной работы  

(определяются преподавателем) 

- собеседование (на практическом занятии и в часы консуль-

таций); 

- контрольная работа (на практическом занятии); 

- проверка индивидуальных заданий (на практическом заня-

тии); 

- компьютерное тестирование (альтернативно зачету по  

теме); 

- устный опрос (на практическом занятии, на лекции,  

альтернативно зачету по теме).  
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Ссылки на литературу по темам лекций 
 

Тема занятия 
Литература: страницы 

[1] [4] [6] [7]  

1. Введение  

Цели и виды научных исследований. 

Основные виды научных работ в обо-

гащении 

5–6 
3–6;  

13–17 
3–4 78–79  

Понятие научного эксперимента. Ак-

тивный и пассивный эксперименты. 

Априорная и апостериорная информа-

ция. Виды априорной информации. Ее 

роль в исследовании обогащения по-

лезных ископаемых 

5–6 
5–12;  

84–96 
 97–98  

Параметр оптимизации. Факторы, 

влияющие на процесс. Их виды, об-

ласть применения. Статическая и ди-

намическая модели процесса  

6 
41–49;  

144–153 
 96–97  

2. Оценка результатов методами математической  

статистики 

Характеристики распределения слу-

чайных величин: среднее арифметиче-

ское выборки, дисперсия, среднее 

квадратичное отклонение, коэффици-

ент вариации, ошибка воспроизводи-

мости среднего результата и диспер-

сии, доверительный интервал 

7–8 109–117 5–8  [8:12–31] 

Теория ошибок, типы ошибок при 

проведении эксперимента. Источники 

случайных и систематических по-

грешностей. Определение суммарной 

погрешности 

8–10 129   [8:10–12] 

Метод определения систематических 

 и случайных ошибок. Выявление 

промахов 

10–12 129–134   [8:48–53] 

Нулевая гипотеза. Общая схема при-

менения критериев. Основные свой-

ства критериев сравнения. Типы кри-

териев сравнения 

17–18 118–120 
8–10;  

31–32 
  

Параметрические критерии сравнения. 

Ограничения области применения, 

связанные с необходимостью приме-

нения закона нормального распреде-

ления ошибок 

18–19 120 10–11   

Параметрические критерии сравнения. 

Критерий Стьюдента. Проверка зна-

чимости среднего результата с исполь-

зованием сравнения с эталонным зна-

19–21 120–122    
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Тема занятия 
Литература: страницы 

[1] [4] [6] [7]  

чением (1случай применения) 

Параметрические критерии сравнения. 

Критерий Стьюдента (2 случай  

применения). Проверка значимости 

среднего результата сравнением сопря-

женных пар 

24–26 120–123 13–14   

Параметрические критерии сравнения. 

Критерий Стьюдента. Проверка зна-

чимости среднего результата.  

(3 случай применения) 

30–32 120–122 11–13   

Параметрические критерии сравнения. 

Критерий Фишера 
36–37 123–124 17–18   

Параметрические критерии сравнения. 

Критерий Кохрена 
46–48 123–126 18   

Параметрические критерии сравнения. 

Критерий Пирсона 
51–53 126–128 20–21   

Непараметрические критерии сравне-

ния. Критерий Вилкоксона 
57–60  21–23   

Непараметрические критерии сравне-

ния. Критерий Ван-дер-Вардена 
63–66  23–24   

Непараметрические критерии сравне-

ния. Проверка по числу выступающих 

точек 

74–75  25   

Непараметрические критерии сравне-

ния. Критерий Колмогорова – Смирнова 
84–87  26–28   

Непараметрические критерии сравне-

ния. Проверка по числу знаков откло-

нения 

69–71  28–29   

Непараметрические критерии сравне-

ния. Критерий Вилкоксона для сопря-

женных пар 

90–92  29–30   

Непараметрические критерии сравне-

ния. Серийный критерий 
79–80  25–26   

3. Обработка результатов научных экспериментов 

Регрессионный анализ. Цели, условия 

и область применения 
97–98   80–88  

Корреляционный анализ. Цели, усло-

вия и область применения 
98  43–48   

Метод наименьших квадратов.  

Его роль в регрессионном анализе 

эксперимента 

97,  

100–102 
 32–33  [8:70–85] 

Парная регрессия: у =b0+b1х,  

 у =b0+b1х+b2x
2
. Определение коэф-

фициентов регрессионного уравнения 

99 166–169 35–36   

Обработка материала при парной  

зависимости: у =аb
х
 

100–102 168–169 35–36   
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Тема занятия 
Литература: страницы 

[1] [4] [6] [7]  

Методы сглаживания эксперимен-

тальных данных скользящей средней 
102–104  36–37   

Методы средних для линейной и не-

линейной зависимости. Определение 

коэффициентов регрессионного урав-

нения. Определение уравнения регрес-

сии многих переменных 

99–100 177–179 35–40   

4. Планирование факторных экспериментов 

Планирование полного факторного 

эксперимента. Основные свойства 

матрицы планирования. Полный и 

дробный факторный эксперименты 

  

179–190 57–60 88–96 

[9:618–

623;  

624–627] 

Методы планирования оптимальных 

экспериментов. Метод крутого вос-

хождения Бокса и Уилсона 

 
192–196; 

190–192 

50–79;  

50–67  

80;  

100–106 

[9:621–

624] 

Однофакторный дисперсионный  

анализ 
118–121 213–219    

Использование блочного плана. Ла-

тинские и греко-латинские квадраты 
123–129 219–226   

[9:628–

631] 

 

Ссылки на литературу по темам самостоятельной работы 
 

Тема занятия 
Литература, страницы 

[1] [5] [7] [8]  

1. Целевые функции (критерии опти-
мизации). Классификация 

 42-59    

2. Понятие научного эксперимента. 
Активный и пассивный эксперимен-
ты. Априорная и апостериорная ин-
формация. Виды априорной инфор-
мации. Ее роль в исследовании обо-
гащения полезных ископаемых 

 
5–12;  
84–96 

 97–98  

3. Параметрические критерии срав-
нения. Критерий Бартлета 

41–44  18–20   

4. Непараметрические критерии 
сравнения. Проверка по числу высту-
пающих точек 

  25   

5. Непараметрические критерии 
сравнения. Серийный критерий 

  25–26   

6. Метод наименьших квадратов. Его 
роль в регрессионном анализе экспе-
римента 

  32–33  [8:70–85] 

7. Обработка материала при парной 
зависимости: у =аb

х
 

 168–169 35–36   

8. Многофакторный дисперсионный 
анализ 

 219–228    

9. Оптимизация обогатительных  270–280    
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процессов. Случайные и адаптивные 
методы поиска. Симплекс-метод 

 

10. Оптимизация обогатительных 
процессов. Простейшие методы по-
иска 

 
263–264 

 
   

 

 

Ссылки на литературу по темам лабораторных работ 
 

Наименование работы 

Литература: страницы 

[1] [5] [7] [8]  

Лабораторная работа №1. Срав-

нение выборок с использованием 

непараметрических критериев 

сравнения 

57–60; 

63–66; 

69–71; 

74–75; 

79–80; 

84–87; 

90–92 

 21–30   

Лабораторная работа №2. Обра-

ботка результатов эксперимента с 

помощью регрессионного анализа, 

с использованием метода 

наименьших квадратов 

97–104 
166–169; 

177–179 
32–48 80–88 

[8:70–

85] 
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КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ КУРСА 

 

Введение 

 

Наука представляет собой систему знаний, позволяющую 

прогнозировать и преобразовывать предметы и явления в приро-

де и в обществе. 

Цель научного исследования – изучение конкретного объекта 

на основе разработанных в науке методов познания, получение 

полезных результатов, внедрение в производство и получение 

эффекта. Основными элементами инженерных исследований яв-

ляются экспериментальные работы и информация. 

Эксперимент – это научно поставленный опыт, наблюдение 

исследуемого явления в точно учитываемых условиях, позволя-

ющих следить за ходом явления и воссоздать его каждый раз при 

повторении этих условий. 

При проведении активного эксперимента исследователь 

имеет возможность влиять на ход эксперимента, изменяя те или 

иные факторы. Обычно он проводится в лабораторных или полу-

промышленных условиях. 

Пассивный эксперимент протекает независимо от действий 

исследователя, который только контролирует ход эксперимента и 

регистрирует результаты. Проводится в промышленных условиях. 

В результате эксперимента возможно получение новых дан-

ных, сведений, знаний, т. е. новой информации. Такая информа-

ция называется апостериорной. 

Априорная информация – это те знания, которыми распола-

гает исследователь до проведения эксперимента, включая личный 

опыт исследователя. Она может быть: первичная (монографии, 

статьи, патенты и т. д.); вторичная (рефераты, обзоры, справоч-

ники и т. д.); числовая (показатели работы обогатительной фаб-

рики, параметры технологического процесса, характеристики сы-

рья и продуктов переработки и т. д.). 

Основными видами исследовательских работ в обогащении 

полезных ископаемых являются: 

– изучение обогатимости полезных ископаемых; 
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– исследование механизма явлений, происходящих в про-

цессах обогащения; 

– снятие характеристик технологических процессов, новых 

аппаратов и приборов.  

 

1. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И ИХ ОЦЕНКА 

 

Данные, полученные при проведении эксперимента, обычно 

представляют собой случайные величины, связанные с ошибками 

измерений, также являющимися случайными. Поэтому основны-

ми характеристиками наблюдаемых данных являются характери-

стики случайных величин. Любые экспериментальные выводы 

делаются на основе конечного числа данных, которые называют-

ся выборочной совокупностью, в отличие от генеральной сово-

купности, включающей в себя все существующее множество дан-

ных, как правило, никому не известное.  Получив эксперимен-

тальные данные (выборку), исследователь делает определенные 

выводы относительно свойств генеральной совокупности по 

свойствам этой выборки. 

Возьмем случайную дискретную величину x , которая может 

принимать значения  1 2,x x , …, nx  с некоторой вероятностью со-

ответственно 1 2,p p , …, np . Законом распределения случайной 

величины называют соотношение, устанавливающее связь между 

возможными значениями случайной величины и соответствую-

щими им вероятностями. 

Характеристиками случайных величин являются: 

– математическое ожидание, оценкой которого является 

среднеарифметическое выборки x , рассчитывается по формуле 

 




N

i

i

N

x
x

1

.                                             (1) 

 

где ix  – i-й результат опыта; N – число опытов; 
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– дисперсия, оценкой которой является квадрат среднего 

квадратического отклонения 2
xS , рассчитывается по формуле 

 









N

i

i
x

N

xx
S

1

2
2

1

)(
.                                          (2) 

 

Достоверность полученных при исследовании результатов 

определяется их воспроизводимостью. 

Ошибка воспроизводимости, или средняя квадратическая 

погрешность среднего арифметического, 
x

S  определяется как 

 

N

S
S x

x
 .                                              (3) 

 

Значение 
x

S  также не может быть точным. Оно вычисляется 

с ошибкой: 

12 


N

S
S x

S .                                           (4) 

 

Вероятность того, что результат измерений отличается от 

истинного значения на величину, не бóльшую x , 

 

)( xxxxxpA   

 

называется доверительной вероятностью или коэффициентом 

надежности. Интервал значений от xx   до xx   называется 

доверительным интервалом, т. е. с вероятностью, равной А,  

результат измерений не выходит за пределы доверительного ин-

тервала. 

Доверительный интервал определяется с использованием  

t-распределения Стьюдента и рассчитывается по формуле  
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N

tS
xxx x .                                        (5) 

 

Чем больше доверительная вероятность, тем шире довери-

тельный интервал [1, с. 109–117; 3, с. 5–10; 8, с. 19–35]. 

 

2. ОШИБКИ ИЗМЕРЕНИЙ 

 

2.1. Виды ошибок измерений 

 

Результаты опытов обычно не являются точными. По раз-

личным причинам результаты двух параллельных опытов отли-

чаются друг от друга, за исключением случайных совпадений.  

В связи с этим важнейшей характеристикой результата опыта яв-

ляется ошибка. 

Все ошибки принято подразделять на систематические, 

случайные и промахи. 

К систематическим относятся ошибки, постоянные для 

данной серии опытов или изменяющиеся по определенному зако-

ну. Можно выделить следующие источники систематических 

ошибок: инструментальные, аппаратурные, личные, теоретиче-

ские (или ошибки метода). Систематические ошибки нельзя 

уменьшить увеличением числа параллельных опытов. Должны 

устраняться вызывающие их причины. 

К случайным относятся непостоянные ошибки, появление 

которых заранее предсказать обычно невозможно. При увеличе-

нии числа параллельных опытов случайная ошибка стремится к 

нулю. Можно выделить основные источники случайных ошибок: 

ошибки отбора проб исходного сырья и материалов; ошибки 

взвешивания; различие условий проведения эксперимента; разли-

чие условий подготовки продуктов опыта для анализа; ошибки 

метода анализа продуктов опыта и т. п.  

К промахам относятся особенно большие случайные ошиб-

ки, связанные с непредвиденным изменением условий опытов, 

качества измерений и т. п. Результаты опытов, которые могут 

быть оценены как промахи, не должны рассматриваться. 
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Если известны систематическая с  и случайная сл  ошибки 

опыта, то предельная, суммарная ошибка 

 

слспр   .                                           (6) 

 

При этом случайная ошибка берется с тем же знаком, что и 

систематическая ошибка. 

Если известны m отдельных составляющих систематических 

ошибок сj , то полная систематическая ошибка 

 




m

j
сjс

1

 .                                           (7) 

 

Если известны n отдельных составляющих случайной ошиб-

ки 
2
слi , то полную случайную ошибку определяют по  

формуле 

 




n

i
слiсл

1

22  .                                                                  (8) 

 

2.2. Порядок выявления и расчета ошибок измерений 

 

1. Проводятся две серии опытов, в одной из которых систе-

матическая ошибка присутствует, а в другой отсутствует. Для 

каждой серии опытов рассчитываются значения 1x  и 2x , а также 

1x
S  и 

2x
S . 

2. Выявление промахов. В серии опытов промахом считается 

результат ix , если разность xxi   больше xS3 . При вычислении 

xS  подлежащий проверке на промах результат  из расчетов ис-

ключается. 

3. Определение случайной погрешности сл . Задавшись до-

верительной вероятностью р  и определив число степеней свобо-
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ды 1 Nf , по приложению 1 находим критерий Стьюдента t.  

Случайная погрешность xсл tS . 

4. Определение систематической погрешности. Наибольшая, 

возможная систематическая ошибка с вероятностью примерно  

95 % не может быть больше 
ик xx

S


2 . 

 
22

икик xxxx
SSS 


. 

 

Следовательно, если разность 
ик xx

Sxx


 221 , то система-

тической ошибки может и не быть, или она в данном случае не 

выявлена и смешана со случайной ошибкой. В этом случае для ее 

выявления необходимо увеличить число опытов, т. к. при этом 

случайная ошибка стремится к нулю, а систематическая – к свое-

му истинному значению. 

5. Определение суммарной погрешности по формуле (6). 

6. Определение доверительного интервала по формуле (5). 

Пример.  

С целью определения всех видов ошибок поставлены две се-

рии опытов на контрольной и испытуемой флотомашинах. Полу-

чены следующие значения извлечения (%). 

На контрольной флотомашине: 79,6; 82,4; 81,8; 78,8; 80,2; 

80,6; 81,5; 80,9; 80,1; 80,2. 

На испытуемой флотомашине: 79,4; 77,2; 79,8; 80,1; 80,3; 

70,1; 78,3; 79,4; 80,2; 80,1. 

Решение. 

1. Для контрольной флотомашины по формулам (1) и (2) 

находим  

6,80кx  и 07,1
кxS . 

2. Выявление промахов. Для испытуемой флотомашины ре-

зультат шестого опыта 1,706 x  резко выделяется из остальных. 

Не принимая этот результат в расчеты, находим  

42,79иx  и 04,1
иxS . 
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Разность 32,942,791,70   больше 12,33 xS . Следова-

тельно, результат шестого опыта – промах, и его следует исклю-

чить из рассмотрения. 

3. Определение случайной погрешности. Задавшись довери-

тельной вероятностью 95 %p  , находим случайную погреш-

ность: 

- для контрольной флотомашины 91 Nf ; 26,2t .  

Тогда 

43,207,126,2 
кxслк tS ; 

 

- для испытуемой флотомашины 81 Nf ; 31,2t .  

Тогда 

40,204,131,2 
иxсли tS . 

 

4. Определение систематической погрешности. 

 

19,16,8042,79  ки xx ; 

 

34,0
10

07,1


к

x

x N

S
S к

к
; 

 

35,0
9

04,1


и

x

x N

S
S и

и
; 

 

485,035,034,0 2222 
 икик xxxx

SSS . 

 
Проверяем, больше ли по абсолютной величине системати-

ческая ошибка величины 2 :
к иx x

S


 

 

977,0485,0219,1  . 
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Следовательно, с 95 %-й вероятностью можно утверждать, 

что испытуемая флотомашина вносит в результат систематиче-

скую погрешность, равную 1,19. Если необходимо определить 

систематическую погрешность с большей точностью, надо увели-

чить число опытов.  

5. Определение суммарной погрешности. 

 

59,340,219,1  сикиисум xxx  . 

 

6. Определение доверительного интервала. Для испытуемой 

флотомашины среднее арифметическое будет находиться  

в интервале 
 

N

tS
xx

N

tS
x xи

ии
xи

и  . 

 

Для 8N  критерий 2,306t  , поэтому 

 

83,2/04,1306,242,7983,2/04,1306,242,79  иx  

 

27,8057,78  иx . 

 

Литература [1, с. 129–134; 8, с. 9–18]. 

 

3. НУЛЕВАЯ ГИПОТЕЗА 

 

3.1. Общая схема применения критериев сравнения 

 

В процессе исследований и сравнения различных выборок 

получают значительный экспериментальный материал, используя 

который исследователь должен сделать выводы и принять реше-

ние. При этом возникает вопрос: сравниваемые выборки относят-

ся к одинаковым или разным статистическим совокупностям? 

Другими словами, закономерны ли различия в результатах рабо-



 

 

 

16 

ты двух машин (технологических схем, реагентных режимов 

и т. п.) или они вызваны случайными причинами? 

Вопрос этот решается путем проверки гипотезы о принад-

лежности всех полученных экспериментальных данных одной ге-

неральной совокупности. Общий подход состоит в проверке нуле-

вой гипотезы об отсутствии реального различия между экспери-

ментальными результатами, разброс которых объясняется слу-

чайными факторами, обусловливающими ошибку воспроизводи-

мости. 

Правильность нулевой гипотезы можно проверить следую-

щим образом. Предположив справедливость нулевой гипотезы, 

т. е. отсутствие реального различия, вычисляем вероятность того, 

что вследствие случайности выборки расхождение может достиг-

нуть фактически величины, которая установлена в результате 

наблюдения; если эта вероятность окажется очень малой, то ну-

левая гипотеза отвергается. Вероятность р, которую принимают 

за основу при статистической оценке гипотезы, определяет уро-

вень значимости. 

Если определяется различие между параметрами статисти-

ческого распределения – средними арифметическими или дис-

персиями – применяются параметрические критерии сравнения, 

например, Стьюдента t, Фишера F, Пирсона 2, Кохрена G. 

Используются и непараметрические критерии сравнения, 

применяемые как к численно определенным, так и порядковым 

(ранговым) совокупностям. 

Общая схема применения критериев сравнения следующая: 

находят расчетное значение соответствующего критерия pk ; по 

таблицам находят табличное значение критерия тk , зависящее от 

принятой доверительной вероятности р и числа степеней свободы 

1 Nf ; сравнивают pk  и mk .  

Если mp kk  , то нулевая гипотеза принимается, а если 

mp kk  , то различие между выборками статистически значимо. 
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3.2. Параметрические критерии сравнения 

 

3.2.1. Если известно некоторое эталонное значение х0  и рас-

считанные по результатам эксперимента по N данным значения 

x , 2

x
S  и 

x
S , то расчетное значение критерия Стьюдента 

x

p
S

xx
t

0


 .                                       (9) 

 

Табличное значение критерия mt  выбирают в зависимости 

от принятой доверительной вероятности р и числа степеней сво-

боды 1 Nf . 

Пример.  

При проверке рН-метра с помощью эталонного раствора, 

имеющего рН = 9, получены результаты: 8,7; 9,2; 9,1; 9,0; 9,4; 9,6; 

9,7; 8,9; 8,8; 8,7; 9,8; 9,3; 9,8; 8,8. Обладает ли проверяемый  

рН-метр систематической погрешностью? 

Решение.  

По формулам (1), (2) и (3) рассчитываем:  

2.9x ; 406,02 xS ; 11,0
x

S . 

По формуле (9) находим:  

 

82,1
11,0

0,92,9



pt . 

 

При 95p  % и 13114 f  табличное значение критерия 

16,2mt  (прил. 1). 
 

mp tt  . 

 

Следовательно, имеющиеся различия между показаниями рН-

метра и эталонным значением вызваны случайными причинами. 

 

3.2.2. Работу двух аппаратов или технологических режимов 

часто приходится сравнивать в сильно варьирующихся условиях, 
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например, при изменении качества исходного сырья, погодных 

условий и т. п. Попарное сопоставление результатов, полученных 

в одинаковых условиях, позволяет исключить вариацию, связан-

ную с влиянием других факторов. При этом оценивается не рас-

хождение средних yx  , а разность пар наблюдений iii yx  . 

Вариационный ряд   рассматривается как самостоятельный со 

своим средним, дисперсией и числом степеней свободы 1 Nf , 

где N – число пар наблюдений. Тогда расчетное значение  

t-критерия находится по формуле 

 








S
t p .                                              (10) 

 

Если mp tt  , то различия между сравниваемыми выборками 

нет.  
 

Пример. 

На двух параллельных секциях испытывали два новых реа-

гента А и В. По производственным причинам исходное питание и 

режим работы оборудования были неустойчивыми. Поэтому по-

лученные результаты сравнивались попарно для каждой смены. 

Содержание металла в хвостах приведено в таблице. 

Смена Реагент А Реагент В Разность   2   

1 9,4 11,9 –2,5 6,39 

2 10,2 9,2 1,0 1,00 

3 8,9 9,5  –0,6 0,36 

4 10,5 9,5 1,0 1,00 

5 15,6 14,4 1,2 1,44 

6 9,5 9,9  –0,4 0,66 

7 16,7 16,2 0,5 0,25 

Сумма 80,8 80,6 0,2 10,6 

Среднее 11,54 11,51 0,03  

Значимо ли в среднем различие в результатах при примене-

нии разных реагентов. 



 

 

 

19 

Решение.  

Определяем разность для каждой пары  и находим по фор-

мулам (1), (2) и (3) значения   и 


S : 

 

 
5,0

177

6,10






S .  

 

По формуле (10) находим: 

 

06,0
5,0

03,0
pt . 

 

Для 617 f  и 95p  %, 447,2mt  (прил. 1). 

 

mp tt  . 

 

Следовательно, различие качества хвостов, полученных при 

использовании реагентов А и В, является следствием случайных 

ошибок в измерениях. 

 

3.2.3. Сравнение средних значений двух выборок состоит в 

рассмотрении их совместного доверительного интервала. Пусть 

имеются две статистические выборки: Х с параметрами x , 2
xS  и 

xN   и У с параметрами y , 2
yS и  yN .  

Если дисперсии 2
xS  и 2

yS   различаются незначимо, вычисля-

ют среднее взвешенное двух дисперсий 

 

   
2

11 22
2







yx

yyxx

yx NN

SNSN
S                        (11) 

 

и расчетное значение критерия Стьюдента: 
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yx

yx

yx

p
NN

NN

S

yx
t







2

 .                                    (12) 

 

Число степеней свободы 2 yx NNf . 

 

Пример.   

При опробовании двух блоков было определено содержание 

цинка в руде (%) и получены следующие результаты обработки 

данных: 

I блок – 8,2x ; 23,0xS ; 5xN , 

II блок – 0,2y ; 4,0yS ; 6yN . 

Есть ли различие между блоками по содержанию в них ме-

талла? 

Решение.  

По формулам (11) и (12) находим 

 

112,0
265

16,05053,042 





 yx
S ; 

 

95,3
65

65

112,0

28,2





pt ; 

 

9265 f . 

 

По прил. 1 находим 26,2mt .  

 

  mp tt  . 

 

Следовательно, расхождение между содержанием металла в 

блоках надо считать значимым. 

 

3.2.4. В некоторых случаях необходимо сравнивать не сред-

ние двух выборок, а рассеивание относительно средних, т. е. дис-
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персии. Для нормального распределения это сравнение произво-

дят с помощью критерия Фишера F, который вычисляется как 

отношение двух дисперсий: 

 

2
2

2
1

S

S
Fp  .                                                  (13) 

В числитель всегда ставится большая дисперсия. 

Табличное значение mF  определяем по прил. 2 в соответ-

ствии с числом степеней свободы выборок f1 и f2. 

Если mp FF  , то различие сравниваемых дисперсий счита-

ют значимым с вероятностью р. 

 

Пример.  

Сравним рассеивание результатов флотационных опытов, 

проведенных на двух  машинах с объемом камер 1001 V  см3 и 

2002 V  см3. На каждой машине проведено по 18 опытов, по ре-

зультатам которых подсчитаны значения: 53,741   %; 

20,1022
1 S  %; 15,782   %; 07,402

2 S  %. 

Решение.  

По формуле (13) находим  

 

55,2
07,40

20,102
pF . 

 

При числе степеней свободы 171 f  и 172 f  по приложе-

нию 2 находим 35,2mF . Так как mp FF  , можно утверждать, 

что различие дисперсий определяется различной работой флото-

машин.  

 

3.3. Непараметрические критерии сравнения 

 

3.3.1. Проверка по числу выступающих точек. Эта проверка 

используется для сравнения двух групп наблюдений (выборок) 

при условии различия средних. Критерий весьма прост и позво-
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ляет быстро производить сравнение. При этом необходимо, что-

бы наибольший и наименьший результаты замеров находились в 

разных выборках.  

Алгоритм проверки следующий:  

– ранжировать (выстроить в порядке возрастания) в один 

ряд замеры обеих выборок; 

– подсчитать в выборке с большей средней число замеров а, 

которые превосходят по величине максимальный замер в другой 

выборке; 

– подсчитать в выборке с меньшей средней число замеров в, 

которые меньше минимального замера в другой.  

Если сумма 7ba , различия между выборками нет при до-

верительной вероятности 95p  %. При доверительной вероятно-

сти 90 и 99 % критическая сумма соответственно равна 4 и 10. 

 

Пример.  

Определялось содержание металла  в хвостах схем А и В, %: 

А 13,8     13,9    14,6    13,6   9,13А  

В 15,7      15,4    16,1    16,3    14,2  5,15В  

Установить, достоверно ли различие в среднем качестве 

хвостов по обеим схемам, или это различие случайно. 

Решение.  

Ранжируем результаты выборок: 

А 13,6 13,8 13,9 – 14,6 – – – – 

В – – – 14,2 – 15,4 15,7 16,1 16,3 

Выборка В превосходит крайнее значение выборки А на 

4a  точки. Выборка А меньше крайнего значения выборки В на 

3b  точки. Сумма крайних точек 7ba  свидетельствует при 

95p  % о значимости различия схем. 

 

3.3.2. Оценка по числу знаков отклонений. Этот критерий 

применим для попарного сопоставления результатов, полученных 

в одинаковых условиях. 

Алгоритм сравнения следующий: 

– сравнить каждую пару замеров и поставить «+», если  

число из выборки A больше чем число из выборки В, «–», если 
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число из выборки A меньше чем число из выборки В, и нуль, если 

число из выборки A равно числу из выборки В; 

– подсчитать количество плюсов n+ и количество минусов n-; 

– найти   nnD  и   nnN ;  

– сравнить D с величиной Nk . Если NkD  , то разли-

чие между выборками есть. При доверительной вероятности  

90; 95 и 99 % k соответственно равно 1,6; 2,0 и 2,6. 

 

Пример.  

Каждую пробу руды анализировали двумя методами хими-

ческого анализа А и В. Содержание металла в руде по 10 пробам 

следующее (%): 

А 36,8 36,9 36,6 36,7 36,1 35,1 37,9 36,3 36,0 37,0 

В 36,5 36,3 37,2 37,5 35,8 34,3 38,1 35,5 36,0 36,2 

Знак + + – – + + – + 0 + 

Различаются ли результаты методов? 

Решение.  

Для каждой пары замеров ставим знак соотношения и опре-

деляем 6n  и 3n . 336 D . 936 N . При 95p  % 

692 Nk . В данном случае NkD  , различия в методах 

нет.  

 

3.3.3. Критерий Вилкоксона (Т). Критерий Вилкоксона при-

меняется для сравнения двух выборок, при условии, если их 

средние арифметические отличаются друг от друга. Если средние 

результаты мало отличаются друг от друга, критерий Вилкоксона 

различия в выборках не уловит, даже если дисперсии будут отли-

чаться значительно. 

Алгоритм использования критерия следующий: 

1. Расположить все замеры обеих выборок в один ряд по 

возрастающей величине. 

2. Суммировать порядковые номера Т1 по первой выборке и 

Т2 по второй. Сумма Т1 и Т2  должна быть равна 
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2

)1(
21




nn
TT ,   

где 21 nnn  . 
 

3. Меньшее 


T  сравнить с табличным Т* (прил. 3).  

Если 




 TT , «нуль-гипотеза» для принятого уровня значи-

мости принимается. Различия между выборками нет. 

4. Если n1 или n2 больше 10, то сравнивают по величине : 

 

)1(

2)1(

21 






nnn

Tnn
 , 

 

где 


n  – количество наблюдений в выборке, давшей меньшее 


T ;  

n – общее количество наблюдений по первой n1 и второй n2 вы-

боркам,  
 

21 nnn  . 

 

Полученную величину  сравнивают с критической. Для 

уровня значимости 95p  % 13,1 , а для 99p  %, 49,1 . 

Если 
 , то различия между средними в выборках нет.  

 

Пример.  

В результате опробования схем А и В получены следующие 

извлечения металла: 

А   75   77   72   82   75   70   63   54   74  А =70,1; 

В   68   71   68   51   62                               В =64,0. 

Необходимо установить, действительно ли приведенные 

данные подтверждают различие двух схем. 

Решение. 

1) Ранжируем все извлечения в один ряд. Запись удобно 

производить по следующей форме: 

A – 54 – 63 – – 70 – 72 74 75 75 77 82 
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B 51 – 62 – 68 68 – 71 – – – – – – 

RА – 2 – 4 – – 7 – 9 10 11 12 13 14 

RВ 1 – 3 – 5 6 – 8 – – – – – – 

Здесь R – порядковый номер опробования 

2) Определяем сумму порядковых номеров: 

 

8214131211109742 AT , 


 TTB 2386531 . 

 

Проверка: 1052382
2

)114(14



 BA TT . 

 

3) Меньшее 23


BTT  сравниваем с табличным T . Для 

91 n  и 51 n  22T , следовательно, 


TT  , 23 > 22. Это озна-

чает, что различие в схемах проведенными испытаниями не уста-

новлено.   

4) Проверим по формуле 

 

115,1
)114(95

23,2)114(5

)1(

ˆ2)1(ˆ

21












nnn

Tnn
 , 

 
 , т. е. 13,1115,1  1 для 95p  %, следовательно, вывод о 

статистической идентичности схем подтверждается. 

 

3.3.4. Критерий Ван-дер-Вардена (Х-критерий). Критерий 

Вилкоксона при некоторых соотношениях исследуемых величин 

может не дать определенного ответа, например, если 
  9599 ТТТ . Критерий Х более точен. Им следует пользоваться, 

когда выборки близки к нормальным или когда критерий Т не да-

ет ответа. Объем вычислений здесь больше. 

Алгоритм использования Х критерия: 

1. Ранжировать наблюдения обеих выборок в один ряд. 
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2. Определить для меньшей выборки величину отношения 

порядкового номера наблюдения к общему количеству наблюде-

ний по обеим выборкам, увеличенному на 1: 

 

1


n

Ri
i ;  

 

где 21 nnn  . 

 

3. Для каждого i найти по таблице значения  i  (прил. 4). 

4. Найти критерий Х как сумму i с учетом знака (+; –). Знак 

Х в дальнейших операциях не учитывать. 

5. Найти критическое значение X* в зависимости от числа 

опытов 21 nnn   и разности 21 nn  , используя следующие 

зависимости:  

- для уровня значимости 95p  %: 

 

0  или 1,       2310861,0148,021,1 nnX   ; 

2  или 3,      2310985,0157,003,1 nnX   ;  

4  или 5,       231008,1166,0083,0 nnX   ; 

 

- для уровня значимости 99p  %: 

 

0  или 1,        2210142,0213,022,1 nnX   ; 

2  или 3,        2210126,0207,023,1 nnX   ; 

4  или 5,        2210138,0218,098,0 nnX   . 

 

Если  XX , то различия между выборками нет. 

 

Пример.  

Определялось содержание металла в хвостах по схемам  

А и В, %: 

А   13,8   13,9   14,6  13,6 

В    15,7  15,4   16,1  16,3   14,2  
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Необходимо определить, достоверно ли различие в среднем 

качестве хвостов по обеим схемам, или это различие случайно. 

Решение. 

1) Ранжируем результаты опробования 

 

А 13,6 13,8 13,9 – 14,6 – – – – 

В – – – 14,2    – 15,4    15,7   16,1   16,3 

RА 1 2 3 – 5 – – – – 

RВ – – – 4 – 6 7 8 9 

 

2) Определяем 1 для первой схемы (т. к. здесь меньшее 

число наблюдений).   

,

5,0
10

5

3,0
10

3

2,0
10

2

1,0
10

1

4

3

2

1









    

 

3) Из таблицы (приложение 4) для i находим значения i и 

суммируем их: 

 

74,20)52,0()84,0()28,1( X , 

 

4) 954  ВА nnn , 154  ВА nn , 

 

47,2910861,09148,021,1 23  X . 

 

Полученная величина Х больше критической  XX , т. к. 

2,64 > 2,47, следовательно, различие в схемах доказано. Это озна-

чает что, по схеме А получены более бедные хвосты, чем по  

схеме В. 
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4. РЕГРЕССИОННЫЙ И КОРРЕЛЯЦИОННЫЙ АНАЛИЗЫ 

  

При изучении зависимости между двумя величинами, каж-

дая из которых подвергается случайному рассеиванию, применя-

ются методы корреляционного анализа. Корреляционный анализ 

изучает усредненный закон поведения каждой из величин в зави-

симости от значений другой величины, а также меру зависимости 

между рассматриваемыми величинами. Сопоставляя каждому 

значению одной величины, скажем х, среднее из соответствую-

щих значений другой величины, скажем у, мы получаем функцию 

регрессии. 

На всем диапазоне изменения х величина у распределяется в 

виде более или менее четко очерченной области, которая называ-

ется корреляционным полем распределения. Если найти средние 

значения iy в некоторых интервалах х и соединить полученные 

точки ломаной линией, получим эмпирическую линию регрессии. 

Если получить математическую модель (уравнение регрессии) 

 xfy   и изобразить соответствующий график, будем иметь 

теоретическую линию регрессии. 

Разброс экспериментально наблюдаемых точек относитель-

но линий регрессии характеризуется остаточной дисперсией 

 

1

)(
1

2

2



 

 

kN

yy

S

n

i
tii

yo ,                                     (14) 

 

где уi – экспериментальное значение у; уti – теоретическое значе-

ние у, рассчитанное по уравнению регрессии; k – число коэффи-

циентов в уравнении регрессии, а также безразмерной величиной 

– корреляционным отношением  
 

2

22

y

yоy

S

SS 
 ,                                            (15) 

где 2
yS  – дисперсия  воспроизводимости,  которая находится по 

формуле (3). Корреляционное отношение является характеристи-
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кой тесноты связи: чем ближе расположены экспериментальные 

данные к линии регрессии, тем теснее связь и тем больше корре-

ляционное отношение, изменяющееся в интервале 0÷1.  

Можно получить уравнения регрессии почти любого вида, 

например, в виде полинома любой степени, экспоненты, гипербо-

лы и т. д. Как правило, форма связи математически не выбирает-

ся. Можно лишь проверить, насколько хорошо удовлетворяет вы-

бранная форма связи экспериментальным точкам. 

Для определения коэффициентов в уравнении регрессии ис-

пользуется метод наименьших квадратов, который устанавливает, 

что сумма квадратов разностей между экспериментальными и 

теоретическими точками стремится к минимуму. 

 

min)(
1

2  


N

i
tii yyL .                                  (16) 

 

Для полинома первой степени 11xaay oti   коэффициенты 

ао и а1 определяют решением системы уравнений 
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,

                                  (17) 

 

Для записи систем уравнений для полиномов любой степени 

существует правило: необходимо записать столько уравнений в 

системе, сколько неизвестных коэффициентов в искомом уравне-

нии, всякий раз суммируя произведения членов исходного урав-

нения на переменную при искомом коэффициенте. 

Для других видов функций пользуются преобразованиями 

исходных данных, позволяющих использовать систему линейных 

уравнений. Например, если необходимо получить уравнение вида 

x

a
y  , то, вводя новую переменную 

x
z

1
 , получаем уравнение  

azy  , для которого легко записать систему. 
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Пример.  

Найти уравнение регрессии вида  xaby  , если получены 

результаты 

х. 1,0 2,5 2,8 1,2 2,4 2,9 1,7 2,8 1,8 2,6 2,2 3,0 2,1 

у 15 19 20 16 28 29 25 22 28 25 20 28 21 

Решение.  

Заменяем переменные, выполнив преобразование  
 

bxay lglglg  . 

 

zy lg , da lg , kb lg . Oтсюда kxdz  . Записываем систему 

из двух уравнений: 
 




















N

i
i
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i
i

N

i
i

N

i
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N
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xkxdx

xkdN
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11
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Расчетные данные для решения системы уравнений сводим  

в таблицу. 

N х Z = lg y zx х2 у уt 

1 1,0 1,18 1,18 1,00 15 17,38 

2 2,5 1,28 3,20 6,25 19 23,57 

3 2,8 1,30 3,64 7,84 20 25,05 

4 1,2 1,20 1,44 1,44 16 18,10 

5 2,4 1,45 3,47 5,76 28 23,09 

6 2,9 1,46 4,24 8,41 29 25,56 

7 1,7 1,40 2,38 2,89 25 20,04 

8 2,8 1,34 3,76 7,84 22 25,05 

9 1,8 1,45 2,60 3,24 28 20,45 

10 2,6 1,40 3,63 6,76 25 24,05 

11 2,2 1,30 2,86 4,84 20 22,18 

12 3,0 1,45 4,34 9,00 28 26,08 

13 2,1 1,32 2,78 4,41 21 21,73 

Сумма 29 17,53 39,53 69,68 – – 
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Подставляем полученные данные в систему уравнений 

 

,
68,692953,39

291353,17









kd

kd
 

и решаем ее: 088,0k  и 152,1d .  
 

Следовательно, получено уравнение xz 088,0152,1  . 

Так как 152,1lg  ad , то 19,14a ; lg 0,088k b  , то 1,225b  . 

Отсюда записываем искомое уравнение xy 225,119,14  , для 

которого находим 77,22y , 75,4yS . 

Используя записанное уравнение для каждого значения х, 

определяем расчетное значение уt и по формуле (14) находим 

остаточную дисперсию 
 

56,9
1213

7,0...1,56,44,2 2222
2 




оS . 

 

Корреляционное отношение находим по формуле (15): 

 

76,0
53,22

56,953,22



 .   

 

Сглаживание эмпирических данных. Исходные экспери-

ментальные точки парной зависимости часто сильно разбросаны 

относительно кривой и количество их велико. Поэтому их целе-

сообразно предварительно выровнять методом скользящей сред-

ней. Предположим, дан ряд значений у и х и каждому значению хi 

соответствует всегда одно значение уi. При выравнивании по трем 

последовательным точкам находят среднее:  
 

3

321
2

yyy
y


 , 

3

542
3

yyy
y


  и т. д.   

 

В результате выравнивания получится новый ряд средних 

значений у:  22 xy  , 33 xy  , . . ., 11   nn xy . Выравнивание 
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можно производить по различному количеству точек (2, 3, 4, 5 

и т. д.). Выровненный ряд можно повторно сгладить. После каж-

дого выравнивания уменьшается разброс точек. Кривая, прове-

денная по скользящим средним, близка к кривой, полученной по 

методу наименьших квадратов. При этом резко сокращается объ-

ем вычислений. 

 

Пример.  

Результаты экспериментов представлены следующими дан-

ными: 

  

х 1 2 5 7 10 14 18 22 26 29 

у 0,1 3,0 2,3 5,2 5,5 8,0 7,0 9,0 8,6 9,8 

 

Произвести усреднение точек методом скользящей средней. 

Решение.  

Располагаем опыты по возрастанию х (в условиях примера 

записаны уже ранжированные данные) и находим скользящие 

средние: 

2

0,1 3,0 2,3
1,8

3
y

 
  ; 3

3,0 2,3 5,2
3,5

3
y

 
  ; 4 4,5y  ; 

5 6,2y  ; 
6 7,3y  ; 

7 8,0y  ; 
8 8,2y  ; 

9 9,1y  . 

Строим кривые (см. рисунок) по экспериментальным точкам 

и по точкам, выровненным методом скользящей средней. 

  
Кривые, построенные по экспериментальным точкам (кривая 1), и 

по точкам, выровненным методом скользящей средней (кривая 2). 
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5. ПЛАНИРОВАНИЕ ФАКТОРНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ  

 

5.1. Необходимые условия планирования эксперимента 

   

Целями проведения факторных экспериментов являются: 

1)  определение значения факторов, при которых функция 

принимает экстремальные значения (максимум или минимум); 

2)  определение характера и степени влияния каждого из 

факторов на искомую функцию и получение математической за-

висимости этой связи. 

Планирование эксперимента – это постановка опытов по не-

которой заранее составленной схеме (матрице), обладающей спе-

циальными свойствами. Оно предполагает применение математи-

ческих методов на всех этапах: при анализе априорной информа-

ции, планировании эксперимента, обработке его результатов и 

принятии решений. 

При активном планировании эксперимента все факторы, 

определяющие процесс, изменяют одновременно в соответствии с 

правилами планирования, а результаты эксперимента представ-

ляют в виде математической модели. При этом, возможно выде-

лить влияние каждого отдельного фактора и их взаимодействие 

на изменение выходных параметров процесса. 

Применение методов планирования эксперимента возможно 

при следующих ограничивающих условиях: 

– существует выходной параметр процесса, количественно 

определяющий его эффективность; 

– функция отклика (выходной параметр) непрерывна; 

– функция отклика моноэкстремальна, т. е. существует одно 

оптимальное соотношение факторов, при котором она имеет мак-

симальное (минимальное) значение; 

– известны все факторы, существенно влияющие на процесс, 

а факторы, планируемые в эксперименте, управляемы; 

– результаты опытов воспроизводимы.   
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5.2. Полный факторный эксперимент  

 

Полный факторный эксперимент (ПФЭ) позволяет оцени-

вать линейные эффекты и эффекты взаимодействия при большом 

числе независимых переменных. В ПФЭ для каждого фактора 

выбирается определенное число уровней К (значений фактора) и 

затем осуществляются все возможные комбинации уровней. Об-

щее количество опытов N в ПФЭ при числе факторов n определя-

ется по показательной функции: nKN  . 

При варьировании каждого фактора только на двух уровнях,  

верхнем (+1) и нижнем (–1), число возможных комбинаций со-

кращается: 
nN 2 . 

ПФЭ позволяет оптимально использовать пространство не-

зависимых переменных: снизить погрешность определения коэф-

фициентов и получить элементарно простые формулы для их вы-

числения. Однако число опытов, необходимое для реализации 

ПФЭ, в ряде случаев оказывается неприемлемо большим. Напри-

мер, если число факторов равно 10, то необходимое число опытов 

1024210 N . Поэтому желательно сократить число опытов, но 

так, чтобы матрица эксперимента не потеряла своих оптимальных 

свойств.  

Возможность сокращения числа опытов появляется при за-

мене эффектов взаимодействия в плане ПФЭ на эффекты допол-

нительных факторов. Такой эксперимент называется дробным 

факторным экспериментом (ДФЭ). Факторный план ДФЭ может 

быть уменьшен по сравнению с планом ПФЭ в кратное двум ко-

личество раз. Матрица ДФЭ представляет собой  1/2, 1/4, 1/8  

и т. д. реплику. 

Количество опытов в ДФЭ  
pkN  2 , где k – общее число 

факторов, а p – число эффектов взаимодействия, замененных но-

выми факторами. Например, ПФЭ для пяти факторов содержит 

3225 N , а ДФЭ (четверть реплики) содержит  82 25  N  

опытов. 
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5.3. Последовательность проведения факторного эксперимента 

 

5.3.1. Выбор независимых переменных и параметра опти-

мизации. При проведении исследований очень важно выявить все 

влияющие факторы, а также оценить их влияние на процесс. Сте-

пень влияния факторов на процесс неодинакова: несколько фак-

торов оказывают существенное влияние, а остальные – незначи-

тельное. Задача заключается в выявлении и идентификации суще-

ственных факторов на «нулевом» фоне всех остальных, при этом 

необходимо учитывать как качественные, так и количественные 

характеристики влияющих факторов. Выделить существенные 

факторы можно на основе анализа априорной информации. 

Выбор параметра оптимизации зависит от цели и специфики 

исследований. Он может быть технологическим, экономическим, 

статистическим и т. д. Функция отклика должна быть чувстви-

тельна к изменению факторов, легко вычисляема, выражаться од-

ним числом, иметь физический смысл и т. д. 

5.3.2. Выбор нулевой точки (центра эксперимента) и шага 

варьирования факторов. Выбор центра эксперимента должен со-

ответствовать оптимальным значениям факторов на основе апри-

орной информации, опыта экспериментатора и результатов обо-

гащения аналогичных полезных ископаемых. 

Интервалы варьирования факторов должны быть техноло-

гичны и «разумны», т. е. все значения факторов в матрице долж-

ны находиться в области существования данных факторов. 

Обычно интервал выбирается в размере 15–35 % от величины ну-

левой точки фактора и должен обеспечивать его влияние на вы-

ходные параметры процесса. 

5.3.3. Выбор плана эксперимента. План эксперимента опре-

деляет условия проведения опытов. Он  задается в виде матрицы 

плана, например в виде таблицы, каждая строка которой соответ-

ствует условиям опыта, а столбец – значениям независимой пере-

менной в каждом опыте. 

Матрица может составляться по правилу: частота смены 

знака (уровня) каждого последующего фактора вдвое меньше 

предыдущего. 
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5.3.4. Проведение опытов по плану эксперимента. Опыты 

проводятся по принятой методике исследований и должны быть 

рандомизированы, т. е. проводиться в последовательности, обес-

печивающей случайный порядок проведения опытов. Это позво-

ляет нивелировать систематические ошибки. По результатам 

опытов определяется функция отклика. 

5.3.5. Определение коэффициентов математической модели 

функции отклика. Формула для расчета коэффициентов выводит-

ся с учетом свойств матрицы эксперимента и использованием ме-

тода наименьших квадратов. Общая формула расчета коэффици-

ентов: 




N

i
jiij xy

N
a

1

1
,                               (18) 

где у – функция отклика; х – независимая переменная (фактор);  

N – число опытов в эксперименте; j = 1, …, k – номер фактора; i = 

1, N – номер опыта. 

 

Коэффициенты уравнения показывают степень влияния дан-

ного фактора на функцию отклика. 

5.3.6. Оценка значимости коэффициентов математической 

модели. Коэффициент считается значимым, если его абсолютная 

величина больше доверительного интервала ajj tSa  , где t – кри-

терий Стьюдента, ajS  – дисперсия коэффициента регрессии. 

 

N

S
S в

aj

2

 ,                                       (19) 

 

где Sв – ошибка воспроизводимости находится по формуле (3). 

Обычно ошибку опытов определяют по специально поставлен-

ным параллельным опытам на нулевом уровне. 

 

5.3.7. Анализ адекватности модели. Под адекватностью мо-

дели понимают пригодность ее для описания изучаемого явления. 

Адекватность модели проверяют по критерию Фишера F.  
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Условием адекватности является то, что расчетное значение pF  

меньше табличного значения mF  

 

2

2

в

o
p

S

S
F  , 

 

oS – остаточная дисперсия, которая определяется по формуле 

 

1

)(
1

2

2



 

 

kN

yy

S

N

i
ipi

o , 

 

где уi – экспериментальное значение у в i-том опыте; yip – рассчи-

танное по уравнению значение у в i-том опыте; k – число коэф-

фициентов в уравнении. 

 

5.3.8. Крутое восхождение (метод Бокса и Уилсона). Выбор 

преобладающих факторов и оценка их значимости по коэффици-

ентам регрессии линейной модели позволяет спланировать по-

следующие эксперименты для достижения оптимальной области 

кратчайшим способом. 

Кратчайшее расстояние к экстремуму непрерывной одно-

значной функции отклика из любой точки определяется градиен-

том – вектором, перпендикулярным изолиниям параметра опти-

мизации. Для движения по градиенту необходимо изменять фак-

торы пропорционально их коэффициенту регрессии и в сторону, 

соответствующую знаку коэффициента. Для этого вычисляется 

расчетный коэффициент  

 

max

1

a
k p  . 

 

Тогда шаг крутого восхождения по любому фактору в натураль-

ных единицах можно вычислить по формуле 
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jjpjn xakx  .                                        (20) 

где jx  – шаг варьирования j-го фактора в опытах по матрице. 

 

Далее последовательно составляющие шаги прибавляются к 

основному уровню до тех пор, пока значения х не выйдут за об-

ласть определения переменных.  

 

6. ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ 

 

6.1. Использование блочных планов 

 

Дисперсионный анализ является распространенным методом 

для определения влияния каких-либо качественных факторов на 

результаты эксперимента. Так, например, при исследовании на 

обогатимость дисперсия результатов может быть связана с рабо-

той аппаратов, качеством отбора проб, квалификацией экспери-

ментатора и т. д. 

При проведении дисперсионного анализа вклад каждого 

фактора оценивается по дисперсии, обусловленной действием 

каждого фактора в отдельности и взаимодействием факторов, и 

оценивается статистическая значимость этих величин с учетом 

ошибки воспроизводимости. 

Дисперсионный анализ можно проводить только при следу-

ющих условиях. 

1. Серии измерений можно рассматривать как случайные 

выборки из генеральных совокупностей, подчиняющихся при-

близительно нормальному распределению. 

2. Дисперсии, обусловленные ошибками воспроизводимо-

сти, для всех серий измерений однородны. 

Дисперсионный анализ выполняется всегда по одной и той 

же схеме. Рассмотрим ее на примере блочного плана. 

 Необходимо оценить значимость влияния 2-х факторов на 

результаты эксперимента.  

1-й фактор: качество работы обогатительных аппаратов I, II, III 

( kj  ). 
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2-й фактор: квалификация экспериментаторов A, B, C, D 

( iNi  ).  

Составляем блочный план эксперимента таким образом, 

чтобы каждый экспериментатор поставил опыты на каждом из 

аппаратов. Результат отдельного опыта – yij. Результаты опытов 

по рандомизированному блочному плану сводим в таблицу.   

  

 I II III   

A yIA yIIA yIIIA YA Y2
A 

B yIB yIIB yIIIB YB Y2
B 

C yIC yIIC yIIIC YC Y2
C 

D yID yIID yIIID YD Y2
D 

Сумма YI YII YIII Y  

 Y2
I Y2

II Y2
III  Y2 

   

1. Нахождение сумм квадратов 

 

N

Y
y

N

ij
ijобщ

2
2   ; 

 

N

Y

N

Yk

j j

j
ап

22




 ; 

 

N

Y

k

YjN

i

i
экс

22

  ; 

 

эксапобщв  . 

 

Здесь в  – сумма квадратов для определения ошибки вос-

производимости; N  – количество опытов. В нашем случае 

12N ; 4N ; 3k . 

2. Нахождение числа степеней свободы 
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1 Nfобщ ; 

 

1 kfап ; 

 

1 jэкс Nf ; 

 

эксапобщв ffff  . 

 

3. Нахождение дисперсии влияния групп 

 

ап

ап
апj

f
SN


2

2 ; 

 

экс

экс
экс

f
kS


2

2 ; 

 

в

в
в

f
S


2 . 

 

4. Нахождение дисперсии влияния факторов 

 

  jвапjап NSSNS /2
2

2  ;     kSkSS вэксэкс /2
2

2  ; 

 

j

в
yв N

S
S

j

2
2  ;    

k

S
S в

yв i

2
2  . 

 

5. Проверка по критерию Фишера значимости влияния фак-

торов, сравнение значений рF  и тF . 

 

2

2

jyв

ап
рj

S

S
F  ;   

2

2
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экс
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S

S
F  . 
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6. Запись модели в общем виде 

 

ijijij cbyy  , 

 

где y  – средний результат; jb – эффект j-го аппарата; ic – эффект 

i-го экспериментатора; ij  – ошибка. 

 

7. Вычисление среднего и эффектов: 

 

N

Y
y  ; y

N

Y
b

j

j
j  ;   y

k

Y
c i

i  . 

 

8. Предсказание лучшего результата: 

 

ijcbyy  maxmaxmax , 

где вij tS . 

 

6.2. Использование планов в виде латинских  

и греко-латинских квадратов 

 

Для изучения влияния нескольких групп факторов исполь-

зуют планы в виде латинских и греко-латинских квадратов.  

Латинским квадратом называют расположение n n элемен-

тов в строки и столбцы, в которых каждый элемент встречается 

только один раз. Единственным ограничением, накладываемым 

на план, является равенство числа уровней для всех факторов. 

Если необходимо включить в изучение еще дополнительный 

фактор, то на латинский квадрат следует наложить ортогональ-

ный квадрат из греческих букв. В итоге будет получен греко-

латинский квадрат. Его особенность также заключается в том, что 

в план испытания все ситуации включены по одному разу. 

Такой план очень экономичен и позволяет на первых этапах 

исследования проверить большое число вариантов, выбрать 
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наилучшее сочетание и продолжить его исследование более тон-

кими методами. 

Расчеты квадратов производятся по такой же схеме, как и 

блочные планы.    

Литература [1, с. 213–227] 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ  

КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Студенты выполняют контрольную работу, состоящую из 

задач по различным темам. Условие каждой задачи и исходные 

данные следует полностью переписать в тетрадь. Решения задач и 

ответы должны быть написаны четко и разборчиво. 

Исходные данные к задачам приведены в табл. 1. Варианты 

задания выбираются в соответствии с последней цифрой шифра. 

Задача 1. Определить все виды ошибок и доверительные 

интервалы по результатам двух серий флотационных опытов с 

известным (I серия) и новым (II серия) собирателями. 

Значения выходов концентрата (%) во всех опытах приведе-

ны в табл. 1. 

Задача 2. При проверке работы нового датчика для опреде-

ления зольности угля было проведено 10 измерений и получены 

следующие результаты (%): 17,9; 18,3; 19,1; 18,7; 18,5; 17,4; 18,1; 

18,9; 18,6; 19,4. 

Дает ли новый датчик систематическую погрешность, если 

зольность пробы угля, определенная аналитическим методом, 

равняется значениям, приведенным в табл. 1? 

Задача 3. Для оценки целесообразности дробной подачи со-

бирателя при флотации угля провели сравнение выходов концен-

трата (%) с двух флотомашин, работающих параллельно.  

На одну из машин собиратель подавался в одну точку (I серия), на 

другую – дробно (II серия). В период испытаний зольность ис-

ходного питания в разные смены сильно менялась. Результаты 

испытаний сведены в табл. 1.  

Улучшаются ли показатели флотации угля при дробной по-

даче собирателя? 

Задача 4. После опробования угля с двух участков шахты и 

обработки полученных данных рассчитаны значения среднего 

арифметического и среднего квадратичного отклонения для каж-

дого участка, приведенные в табл. 1. 

Различается ли по качеству уголь с двух участков? 

Задача 5. При сравнении эффективности работы двух гро-

хотов различной конструкции по результатам опробований под-
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считаны значения средних эффективностей (%) и дисперсий ре-

зультатов для каждого грохота (табл. 1). 

Оценить с помощью критерия Фишера, вызвано ли различие 

дисперсий значимой разницей в работе грохотов. 

Задача 6. Проверить по числу выступающих точек, случай-

но ли различие в средних показателях работы двух секций фабри-

ки. Зольности отходов обогащения (%) по результатам опробова-

ний приведены в табл. 1. 

Задача 7. Двумя лаборантами при проведении эксперимен-

тов по флотации углей получены значения выходов концентрата 

(%), указанные в табл. 1. 

Оценить по числу знаков отклонения, значима ли разница в 

работе лаборантов. 

Задача 8. Записать уравнение регрессии, вид которого ука-

зан в табл. 1, и найти корреляционное отношение, если получены 

следующие экспериментальные результаты: 

 

Расход реа-

гента, кг/т 
1,8 1,4 2,7 3,1 1,9 3,8 2,3 2,0 3,6 4,2 

Выход кон-

центрата, % 
47 37 66 68 49 72 60 56 69 74 

 

Задача 9. Используя данные задачи 8, построить график 

экспериментальной зависимости и произвести усреднение точек 

методом скользящей средней. Построить графические зависимо-

сти между расходом реагента и выходом концентрата по экспе-

риментальным точкам, по расчетным значениям выхода концен-

трата (см. задачу 8) и по усредненным точкам. 

Задача 10. В результате опробования двух флотационных 

схем получены значения извлечений металла, указанные в табл. 1. 

Необходимо установить с помощью критерия Ван-дер-Вардена, 

действительно ли приведенные данные подтверждают различие 

двух схем. 

Задача 11.  Проверить с помощью критерия Вилкоксона: 

случайны ли различия в результатах двух обогатительных схем. 

Значения извлечений пирита в концентрат приведены в табл. 1. 
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Таблица 1 

 

Исходные данные к выполнению контрольного задания 

Послед. ци-

фра шифра 
0–1 2–3 4–5 6–7 8–9 

Варианты 1 2 3 4 5 

Сравнива-

емые серии 
I II I II I II I II I II 

д л я     р е ш е н и я       з а д а ч    № 1, 3, 6, 7 

№ :    1 65,8 67,4 71,4 74,3 81,3 79,3 61,1 62,4 79,1 78,8 

2 62,1 66,3 72,1 72,2 74,3 78,1 58,2 61,7 84,4 86,1 

3 63,7 62,8 75,9 73,4 72,1 74,9 56,7 60,4 83,7 85,9 

4 67,2 70,1 74,8 76,9 72,4 73,5 59,9 57,5 82,2 82,0 

5 60,4 64,3 70,2 74,3 76,9 80,1 63,7 60,4 85,6 81,4 

6 69,1 65,7 68,7 70,2 80,3 82,4 60,4 60,1 77,3 79,7 

7 68,3 64,1 70,9 69,8 78,0 81,9 57,3 58,8 78,0 81,4 

8 66,4 69,8 69,4 74,4 74,1 73,8 62,2 64,9 84,1 78,9 

9 62,7 63,8 73,9 76,2 73,6 73,4 56,8 60,3 77,7 79,3 

10 66,9 69,9 75,2 72,3 72,8 75,5 57,1 63,8 85,3 85,7 

д л я     р е ш е н и я     з а д а ч и      № 2 

Аd
пробы 18,4 18,5 18,6 18,7 18,8 

д л я      р е ш е н и я     з а д а ч     № 4, 5 

х,у 4,3 3,8 12,4 13,1 8,8 9,4 28,4 27,6 64,1 66,3 

Sх, Sу 1,1 1,0 2,2 2,5 1,7 1,5 2,9 2,7 3,8 4,2 

Nх, Nу 7 8 9 8 12 12 14 15 11 10 
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Послед. ци-

фра шифра 
0–1 2–3 4–5 6–7 8–9 

Варианты 1 2 3 4 5 

Сравнива-

емые серии 
I II I II I II I II I II 

д л я     р е ш е н и я       з а д а ч и    № 8 

Уравнения у = а/bx у = а/b2x у = bх/а у =аbх у = аb2х 

д л я     р е ш е н и я       з а д а ч    № 10, 11 

№ :    1 72,2 62,1 72,1 65,8 63,7 73,5 61,1 62,4 62,8 85,9 

2 66,3 70,1 79,3 73,4 67,2 61,7 58,2 78,8 79,1 82,0 

3 60,4 64,3 80,1 76,9 76,9 60,4 56,7 78,1 84,4 81,4 

4 69,1 65,7 75,9 74,3 80,3 74,3 59,9 74,9 83,7 79,7 

5 68,3 64,1 67,4 70,2 78,0 82,4 63,7 60,4 82,2 81,4 

6 72,1 69,8 74,8 69,8 71,4 81,9 60,4 60,1 77,3 78,9 

7 72,4 70,9 70,2 74,4 57,5 73,8 57,3 85,6 78,0 79,3 

8 81,3 63,8 69,4 76,2 74,1 73,4 58,8 64,9 84,1 85,7 

9 74,3 69,9  72,3  75,5 62,2 60,3 86,1  

10 66,4      68,7  63,8  
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Оценочные средства для текущего контроля успеваемости,  

промежуточной аттестации по итогам освоения дисциплины 

и учебно-методическое обеспечение самостоятельной  

работы студентов 

 

Компьютерное тестирование 

 

Примеры заданий 

Укажите правильный ответ: «Ошибки, которые можно 

уменьшить увеличением числа опытов, называются… 

 

а) промахи, б) случайные, в) систематические. 

 

Укажите правильный ответ: «Ошибка воспроизводимости 

(средняя квадратическая погрешность среднего арифметического 

выборки) определяется как 
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Контрольные вопросы к лабораторному практикуму 

 

Лабораторная работа №1. Сравнение выборок с использо-

ванием непараметрических критериев сравнения. 

1. В чем особенность непараметрических критериев? 

2. Какие из непараметрических критериев применяются в 

ситуации близкой к условиям применения критерия Стьюдента: 

сравнение сопряженных пар? 

3. Назовите критерии, которые являются исключением из 

общего правила, т. е. критерии, которые определяют отсутствие 

различия между двумя выборками в случае, если рабочий крите-

рий больше критического значения. 

4. Опишите непараметрический критерий, который можно 

использовать только в случае, если выборки подчиняются закону 

нормального распределения. 

5. Перечислите критерии, которые используют приближен-

ные методы, имеющие преимущество в простоте расчетов и крат-
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ковременности. 

6. Опишите область применения критерия по числу высту-

пающих точек. 

7. Как определяются границы серии в расчетах с применени-

ем Серийного критерия? 

8. Как определяется рабочий критерий Колмогорова – Смир-

нова? 

9. Учитываются ли разности равные нулю в расчетах с при-

менением критерия Вилкоксона для сопряженных пар 

Лабораторная работа №2. Обработка результатов экспери-

мента с помощью регрессионного анализа, с использованием ме-

тода наименьших квадратов. 

1. Назовите ограничения в применении регрессионного 

анализа. 

2. Что означает составить математическую модель экспе-

римента? 

3. Каким образом находят коэффициенты регрессионного 

уравнения? 

 

Вопросы к зачету по дисциплине  

«Основы научных исследований» 

1. Цели и виды научных исследований. Основные виды 

научных работ в обогащении. 

2. Понятие научного эксперимента. Активный и пассивный 

эксперименты. Априорная и апостериорная информация. Виды 

априорной информации. Ее роль в исследовании обогащения по-

лезных ископаемых. 

3. Параметр оптимизации. Факторы, влияющие на процесс. 

Их виды, область применения. Статическая и динамическая мо-

дели процесса.  

4. Технико-экономическое обоснование научно-

исследовательской работы. 

5. Оценка результатов методами математической статисти-

ки. Нормальное распределение. Характеристики распределения 

случайных величин. 

6.  Теория ошибок, типы ошибок при проведении экспери-

мента. Нормальный закон распределения ошибок. Источники 
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случайных и систематических погрешностей. Определение сум-

марной погрешности.  

7. Метод определения систематических и случайных ошибок. 

8. Выявление промахов. 

9. Нулевая гипотеза. Общая схема применения критериев. 

Основные свойства критериев сравнения. Типы критериев срав-

нения. 

10. Параметрически критерии сравнения. Область примене-

ния. Закон нормального распределения ошибок. 

11. Параметрические критерии сравнения. Критерий Стью-

дента. Проверка значимости среднего результата с использовани-

ем сравнения с эталонным значением (1случай применения).  

12.  Параметрические критерии сравнения. Критерий Стью-

дента (2 случай применения). Проверка значимости среднего ре-

зультата сравнением сопряженных пар. 

13.  Параметрические критерии сравнения. Критерий Стью-

дента. Проверка значимости среднего результата. (3случай при-

менения). 

14.  Параметрические критерии сравнения. Критерий Фишера. 

15.  Параметрические критерии сравнения. Критерий Пирсона. 

16.  Параметрические критерии сравнения. Критерий Кохрена.  

17.  Непараметрические критерии сравнения. Критерий Вил-

коксона. 

18.  Непараметрические критерии сравнения. Критерий Ван-

дер-Вардена. 

19.  Непараметрические критерии сравнения. Проверка по 

числу выступающих точек. 

20.  Непараметрические критерии сравнения. Критерий Кол-

могорова – Смирнова. 

21.  Непараметрические критерии сравнения. Проверка по 

числу знаков отклонения. 

22.  Непараметрические критерии сравнения. Критерий Вил-

коксона для сопряженных пар. 

23.  Непараметрические критерии сравнения. Серийный кри-

терий. 

24.  Метод наименьших квадратов. Его роль в регрессионном 

анализе эксперимента. 
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25.  Парная регрессия: у =b0+b1х,  у =b0+b1х+b2x
2. Определе-

ние коэффициентов регрессионного уравнения. 

26.  Обработка материала при парной зависимости: у =аbх.  

27.  Методы сглаживания экспериментальных данных сколь-

зящей средней. 

28.  Методы средних для линейной и нелинейной зависимо-

сти. Определение коэффициентов регрессионного уравнения. 

Определение уравнения регрессии многих переменных. 

29.  Регрессионный и корреляционный анализы. Цели, усло-

вия и область применения в обогащении ПИ. 

30.  Планирование полного факторного эксперимента. Ос-

новные свойства матрицы планирования. 

31.  Методы планирования оптимальных экспериментов. Ме-

тод крутого восхождения Бокса и Уилсона. 

32.  Однофакторный дисперсионный анализ. 

33.  Двухфакторный дисперсионный анализ. 

34.  Использование блочного плана. Латинские и греко-

латинские квадраты. 

 

Учебно-методическое и  

информационное обеспечение дисциплины 

Основная литература 

1. Суслина Л. А. Основы научных исследований [Электрон-

ный ресурс]: учеб. пособие для студентов вузов, обучающихся по 

специальности «Горное дело», образовательная программа «Обо-

гащение полезных ископаемых» / Л. А. Суслина; ФГБОУ ВПО 

«Кузбас. гос. техн. ун-т им. Т. Ф. Горбачева», Каф. обогащения 

полез. ископаемых. – Кемерово, 2015. 

http://library.kuzstu.ru/meto.php?n=91325&type=utchposob:common 

2. Суслина Л. А. Научные основы инженерной деятельности: 

учеб. пособие для студентов специальности 130405 «Обогащение 

полезных ископаемых» очной и заочной формы обучения / Л. А. 

Суслина; КузГТУ. – Кемерово, 2013. 

http://library.kuzstu.ru/meto.php?n=91125&type=utchposob:common 

3. Суслина, Л. А. «Научные основы инженерной деятельно-

сти»: материалы к лекционному курсу (Научные основы инже-

нерной деятельности) [Электронный ресурс]: для студентов оч-

http://library.kuzstu.ru/meto.php?n=91325&type=utchposob:common
http://library.kuzstu.ru/meto.php?n=91125&type=utchposob:common
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ной и заочной формы обучения специальности 130405 «Обогаще-

ние полезных ископаемых» / Л. А. Суслина; ГУ КузГТУ. – Элек-

трон. дан. – Кемерово, 2010. 

Дополнительная литература 

1. Барский Л. А. Системный анализ в обогащении полезных 

ископаемых / Л. А. Барский, В. З. Козин. – Москва: Недра, 1978. 

2. Барский Л. А. Кибернетические методы в обогащении 

полезных ископаемых / Л. А. Барский, Ю. Б. Рубинштейн. – 

Москва: Недра, 1970. 

3. Шупов Л. П. Прикладные математические методы обо-

гащения полезных ископаемых. – Москва: Недра, 1982. 

4. Фоменко, Т. Г. Исследование углей на обогатимость. /  

Т. Г. Фоменко,– Москва: Недра, 1972. 

5. Кассандрова, О. Н. Обработка результатов наблюдений. / 

О. Н. Кассандрова, В. В. Лебедев. – Москва: Наука, Главная ре-

дакция физ.-мат. литературы, 1970. –104 с 

6. Леонов, С. Б. Исследование полезных ископаемых на 

обогатимость: учеб. пособие. / С. Б. Леонов, О. Н. Белькова.– 

Москва: Интермет инжиниринг, 2001. – 631 с. 

7. Основы научных исследований / Е. Г. Баранов, В. А. 

Бунько, О. В. Колоколов, А. И. Денисенко, А. П. Жендринский. – 

Киев–Донецк: Вища школа, 1984. 

8. Основы научных исследований / под ред. В. И. Крутова, 

В. В. Попова. – Москва: Высш. шк., 1989. 

9. Шевелев Ю. А. Основы научных исследований: учеб. по-

собие / Ю. А. Шевелев, В. И. Удовицкий; КузГТУ. – Кемерово, 

1995. 

 

Программное обеспечение 

КузГТУ обеспечен необходимым комплектом лицензионно-

го программного обеспечения. 

 

Интернет-ресурсы 

Информацию обо всех имеющихся электронных ресурсах 

можно получить в аудитории 1211 (зал электронных ресурсов) и на 

сайте библиотеки http://library.kuzstu.ru, в том числе по разделам: 

 тематический указатель периодических изданий 

http://library.kuzstu.ru/
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 учебные пособия, изданные в КузГТУ 

 информационная система «Технонорматив» 

 ресурсы Интернет по профилю КузГТУ 

(http://elib..kuzstu.ru) 

Можно воспользоваться сайтами ведущих 

фирмпроизводителей оборудования для переработки полезных 

ископаемых: 

http://www.lmzip/com;  

http://www.new-technologies.spb.ru.;  

http://www.sdormash.ru.;  

http://www.dromash.ru.;  

http://www.hartl.ru.;  

http://www.drobilki.com; http://www.andritz.com/ep  

и др. Полезно воспользоваться поисковыми системами Яндекс, 

Rambler, Yahoo, Google, MSN. 

 

 

 

http://elib..kuzstu.ru/
http://www.lmzip/com
http://www.new-technologies.spb.ru/
http://www.sdormash.ru/
http://www.dromash.ru/
http://www.sdormash.ru/
http://www.drobilki.com/
http://www.andritz.com/ep
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Приложение 1 

 

Критическое значение t-распределения Стьюдента 

при различной доверительной вероятности р 
Число степеней свободы  f 95p  % 99p  % 

  1 12,7 63,66 

2 4,303 9,925 

3 3,182 5,841 

4 2,776 4,604 

5 2,571 4,032 

6 2,447 3,707 

7 2,365 3,499 

8 2,306 3,355 

9 2,262 3,350 

10 2,228 3,169 

11 2,201 3,106 

12 2,179 3,055 

13 2,160 3,012 

14 2,145 2,977 

15 2,131 2,947 

16 2,120 2,921 

17 2,110 2,898 

18 2,101 2,878 

19 2,093 2,861 

20 2,086 2,845 

21 2,080 2,831 

22 2,074 2,819 

23 2,069 2,807 

24 2,064 2,797 

25 2,060 2,787 

30 2,042 2,750 

35 2,030 2,724 

40 2,021 2,704 

45 2,014 2,689 

50 2,008 2,677 

60 2,000 2,660 
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Приложение 2 

 

Значение критерия Фишера F при доверительной вероятности 95p  % 

(f1 – число степеней свободы для большей дисперсии, которая является числителем) 
 f1 

f2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 30  

1 161 200 216 225 230 230 237 239 241 242 244 246 248 250 254 

2 18,51 19,0 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,41 19,43 19,45 19,46 19,50 

3 10,1 9,55 9,28 9,12 9,01 9,01 8,89 8,85 8,81 8,70 8,74 8,70 8,66 8,62 8,53 

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,26 6,09 6,04 6,00 5,94 5,91 5,86 5,80 5,75 5,63 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 5,05 4,88 4,82 4,77 4,74 4,68 4,62 4,56 4,50 4,36 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,39 4,21 4,15 4,10 4,06 4,00 3,94 4,87 3,81 3,67 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,97 3,79 3,73 3,68 3,64 3,57 3,51 3,44 3,38 3,23 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,69 3,50 3,44 3,39 3,35 3,28 3,22 3,15 3,08 2,93 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,48 3,29 3,23 3,18 3,14 3,07 3,01 2,94 2,86 2,71 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,33 3,14 3,07 3,02 2,98 2,91 2,85 2,77 2,70 2,54 

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,20 3,01 2,95 2,90 2,85 2,79 2,72 2,65 2,57 2,40 

12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,11 2,91 2,85 2,80 2,75 2,69 2,62 2,54 2,47 2,30 

13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 3,02 2,83 2,77 2,71 2,67 2,60 2,53 2,46 2,38 2,22 

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,96 2,76 2,70 2,65 2,60 2,53 2,46 2,39 2,31 2,13 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,90 2,71 2,64 2,59 2,54 2,48 2,40 2,33 2,25 2,07 
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Приложение 3 

 

Критические значения критерия Вилкоксона Т* при 95p  % (левая колонка)  

и при %99p  (правая колонка) 

Меньшее 

n 

Большее n 

5 6 7 8 9 10 

4 11      12     10 13     10 14     11 15     11 15    12 

5 17    15 18     16 20     17 21     17 22     18 23    19 

6  26     23 27     24 29     25 31     26 32     27 

7   36     32 38     34 40     35 42     37 

8    49     43 51     45 53     47 

9     63     56 65     68 

10      78     71 
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Приложение 4 

 

Критерий Ван-дер-Вардена  
Значение функции  в зависимости от  

  i  i  i  i  i  i  i  i  i 

0 –  0,2 – 0,84 0,4 – 0,25 0,6 0,25 0,8 0,84 

0,01 – 2.33 0,21 – 0,81 0,41 – 0,23 0,61 0,28 0,81 0,88 

0,02 – 2.05 0,22 – 0,77 0,42 – 0,2 0,62 0,31 0,82 0,92 

0,03 – 1.88 0,23 – 0,74 0,43 – 0,18 0,63 0,33 0,83 0,95 

0,04 – 1.75 0,24 – 0,71 0,44 – 0,15 0,64 0,36 0,84 0,99 

0,05 – 1.64 0,25 – 0,67 0,45 – 0,13 0,65 0,39 0,85 1,04 

0,06 – 1.55 0,26 – 0,64 0,46 – 0,1 0,66 0,41 0,86 1,08 

0,07 – 1.48 0,27 – 0,61 0,47 – 0,08 0,67 0,44 0,87 1,13 

0,08 – 1.41 0,28 – 0,58 0,48 – 0,05 0,68 0,47 0,88 1,18 

0,09 – 1.34 0,29 – 0,55 0,49 – 0,03 0,69 0,5 0,89 1,23 

0,1 – 1,28 0,3 – 0,52 0,5 0 0,7 0,52 0,9 1,28 

0,11 – 1,23 0,31 – 0,5 0,51 0,03 0,71 0,55 0,91 1,34 

0,12 – 1,18 0,32 – 0,47 0,52 0,05 0,72 0,58 0,92 1,41 

0,13 – 1,13 0,33 – 0,44 0,53 0,08 0,73 0,61 0,93 1,48 

0,14 – 1,08 0,34 – 0,41 0,54 0,1 0,74 0,64 0,94 1,55 

0,15 – 1,04 0,35 – 0,39 0,55 0,13 0,75 0,67 0,95 1,64 

0,16 – 0,99 0,36 – 0,36 0,56 0,15 0,76 0,71 0,96 1,75 

0,17 – 0,95 0,37 – 0,33 0,57 0,18 0,77 0,74 0,97 1,88 

0,18 – 0,92 0,38 – 0,31 0,58 0,2 0,78 0,77 0,98 2,05 

0,19 – 0,88 0,39 – 0,28 0,59 0,23 0,79 0,81 0,99 2,33 

 


