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Функции нескольких переменных 

1. Понятие функции двух переменных, область определения. 

2. Дифференциальное исчисление функции двух переменных. 

Частные производные первого порядка. Частные производные высших 

порядков. Полный дифференциал и его приложение к приближенным 

вычислениям. Экстремум функции двух переменных. Производная по 

направлению, градиент. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

 

1. Понятие функции двух переменных, область определения.  
Область определения функции. Пусть каждой точке P (x, y) из 

области D, составится в соответствие некоторое число z  E, тогда z = z (x, y) 

называется функцией двух переменных, где x, y – независимые аргументы, 

D – область определения функции, E – множество значений.  

Геометрическая, область определения функции D представляет 

собой часть плоскости, над которой лежит некоторая поверхность, 

состоящая из точек M (x, y, z), координаты которых удовлетворяют 

уравнения уравнению z = z (x, y).  

Пример 1. Найти область определения функции )2ln( 2 xxyz  .  

Данная функция определена в тех точках плоскости XOY, в которых 

022  xxy  или xxy 22  . Точки плоскости, для которых xxy 22  , 

образуют границу области D. Уравнение xxy 22   задает параболу 

(рис.1). Сами точки параболы не принадлежат области D, поэтому они 

изображены штриховой линией. Далее проверяем, что все точки, лежащие 

внутри параболы, удовлетворяют неравенству xxy 22  . Следовательно, 

все точки плоскости, лежащие внутри параболы, образуют область 

определения функции.  
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Рисунок 1 

 

Пример 2. Найти область определения функции )3arcsin( yxz  . 

Данная функция определена в точках XOY, в которых 131  yx . 

Или  
13  yx

13  yx
  → 

3

1


x
y  и 

3

1


x
y . Прямые линии 

3

1


x
y , 

3

1


x
y  

образуют границу в области D (рис. 2). Множество точек, лежащих между 

этими границами, удовлетворяют системе неравенств и являются областью 

определения функции z.  
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Рисунок 2 

 

2. Дифференциальное исчисление функции двух переменных. 

Частные производные первого порядка. Частные производные высших 

порядков. Полный дифференциал и его приложение к приближенным 

вычислениям. Экстремум функции двух переменных. Производная по 

направлению, градиент. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. 

 

Частные производные. Частной производной от функции z = z(x,y) 

по независимой переменной x называется производная, вычисленная при 

постоянном значении y:  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑧𝜒

′ = 𝑙𝑖𝑚△𝑥→0

𝑧(𝑥 +  Δ𝑥, 𝑦) − 𝑧(𝑥, 𝑦)

𝛥𝑥
 

Частной производной по переменной у называется производная, 

вычисленная при постоянном значении х: 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑧𝑦

′ = 𝑙𝑖𝑚𝛥𝑦→0

𝑧(𝑥, 𝑦 +  Δ𝑦) − 𝑧(𝑥, 𝑦)

 Δ𝑦
 

Для частных производных справедливы обычные правила и формулы 

дифференцирования.  

Полным приращением функции z = z(x, y) в точке P(x, y) называется 

 Δ𝑧 = 𝑧 𝑥 +  Δx, 𝑦 +  Δ𝑦 − 𝑧 𝑥, 𝑦 , 
где Δ𝑥 и Δ𝑦 произвольные приращения аргументов. 

Функция называется дифференцируемой, если еѐ полное приращение 

можно представить в виде: Δ𝑧 = АΔ𝑥 + ВΔ𝑦 + б. м. ( Δ𝑥2  +  Δ𝑦2). 

Полным дифференциалом функции z = z(x, y) называется главная 

линейная часть полного приращения функции, т. е. dz = АΔ𝑥 + ВΔ𝑦, dx = 

Δx, dy = Δ𝑦. Тогда полный дифференциал вычисляется по формуле: 

𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑𝑦 
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Если Δ𝑥, Δ𝑦,  Δ𝑥2  +  Δ𝑦2 являются малыми величинами, то Δ𝑧 ≈ dz 

,и справедливо равенство: 

𝑧(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦 + Δ𝑦) = 𝑧(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝑧 
Частными производными второго порядка от функции z = z (x, y) 

называются частные производные от частных производных первого 

порядка. 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) = 𝑧𝜒𝜒

′′  = (𝑧𝜒
′ )𝜒

′ ;    
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)𝑧  𝑥𝑦

′′  = (𝑧𝜒
′ )𝑦

′ ; 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = 𝑧𝑦𝑦

′′  = (𝑧𝑦
′ )𝑦

′ ;    
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = 𝑧  𝑦𝑥

′′  = (𝑧𝑦
′ )𝜒

′  

Аналогично определяются частные производные третьего, четвѐртого 

и т. д. порядков:  
𝜕3𝑧

𝜕𝑥2𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
))  = 𝑧  𝑥𝑥𝑦

′′  =  ((𝑧𝜒
′ )𝜒

′ )𝒴
′   

Пример 3. Найти частные производные первого порядка для функции 

𝑧 =  𝑙𝑛(𝑥𝑦 –  4𝑥2  +  𝑦2).  
Найдем частные производные функции z, используя формулы 

дифференцирования функции одной переменной (ln 𝑢)′ =
1

𝑢
 𝑢′ и правила 

дифференцирования: 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

(𝑥𝑦−4𝑥2+𝑦2)′

𝑥𝑦−4𝑥2+𝑦2
=

𝑦−8𝑥

𝑥𝑦−4𝑥2+𝑦2
;  
𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

(𝑥𝑦−4𝑥2+𝑦2)′

𝑥𝑦−4𝑥2+𝑦2
=

𝑥+2𝑦

𝑥𝑦−4𝑥2+𝒴2
 

Пример 4. Найти частные производные первого порядка для функции  

𝑧 =  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔  𝑥3  +  2𝑦 . Воспользуемся формулами дифференцирования 

(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑢)′ =
1

1+𝑢2
 𝑢′, ( 𝑢)′ =  

1

2 𝑢
𝑢′ и найдем частные производные: 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

1

1+( 𝑥3+2𝑦)2
∙ ( 𝑥3 + 2𝑦)𝑥

′ =
1

1+𝑥3+2𝑦
 ∙ 

1

2 𝑥3+2𝑦
∙ (𝑥3 + 2𝑦)𝑥

′ =
1

1+𝑥3+2𝑦
∙

1

2 𝑥3+2𝑦
∙ 3𝑥2 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

1

1+( 𝑥3+2𝑦)2
 ∙ ( 𝑥3 + 2𝑦)𝑦

′ =
1

1+𝑥3+2𝑦
∙

1

2 𝑥3+2𝑦
 ∙ (𝑥3 + 2𝑦)𝑦

′ =
1

1+𝑥3+2𝑦
 ∙ 

1

2 𝑥3+2𝑦
 ∙ 2. 

Пример 5. Найти частные производные первого порядка для функции  

𝑢 =  𝑧𝑦 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑥𝑦 +  3𝑧) в точке 𝑀𝑜(1,
𝜋

2
,
𝜋

12
). 

При отыскании частной производной 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
, постоянными будут 

переменные z, y, следовательно, они могут быть вынесены за знак 

производной: 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑧𝑦 ∙ (− 𝑠𝑖𝑛 (𝑥𝑦 + 3𝑧)) ∙ (𝑥𝑦 + 3𝑧)𝑥

′ = −𝑧𝑦2 ∙ 𝑠𝑖𝑛 (𝑥𝑦 + 3𝑧)  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(1;

𝜋

2
;
𝜋

12
) = −

𝜋

12
⋅ (

𝜋

2
)2 sin (

𝜋

2
+

3𝜋

12
) = −

𝜋3

48
⋅
 2

2
= −

𝜋3 2

96
≈ −0,456; 

При отыскании частных производных 
𝜕𝑢

y
 и 

𝜕𝑢

z
 необходимо применить 

правило дифференцирования произведения: 
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𝜕𝑢

𝜕𝑦
=  (𝑧𝑦)𝑦

′  cos (𝑥𝑦 + 3𝑧) + 𝑧𝑦( cos (𝑥𝑦 + 3𝑧))𝑦
′ = 𝑧 cos (𝑥𝑦 + 3𝑧) −

𝑧𝑦 sin (𝑥𝑦 +  

3𝑧)(𝑥𝑦 + 3𝑧)𝑦
′  = 𝑧 ⋅  cos (𝑥𝑦 + 3𝑧) − 𝑥𝑦𝑧 sin (𝑥𝑦 + 3𝑧);  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
(1; 

𝜋

2
;
𝜋

12
) =

𝜋

12
 cos (

3𝜋

4
) −

𝜋

2
⋅
𝜋

12
 sin (

3𝜋

4
)  =  −

𝜋 2

24
−

(𝜋)2 2

48
≈ −0,476; 

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= (𝑧𝑦)𝑍

′  cos (𝑥𝑦 + 3𝑧) + 𝑧𝑦( cos (𝑥𝑦 + 3𝑧))𝑍
′ ) =  

= 𝑦 cos (𝑥𝑦 + 3𝑧) − 𝑧𝑦 sin (𝑥𝑦 + 3𝑧)(𝑥𝑦 + 3𝑧)𝑍
′ = 𝑦 cos (𝑥𝑦 + 3𝑧) −

3𝑧𝑦 sin (𝑥𝑦 + 3𝑧) ; 
𝜕𝑢

𝜕𝑧
(1;

𝜋

2
;
𝜋

12
)  =

𝜋

2
 cos (

3𝜋

4
) − 3

𝜋

2
⋅
𝜋

12
 sin (

3𝜋

4
) = −

𝜋 2

4
−

𝜋2 2

16
≈ −1,982  

Пример 6. Найти полный дифференциал для функции  

𝑧 = 3𝑥𝑦3 −
1

 𝑥2+𝑦2
.  

Воспользуемся формулой полного дифференциала: 𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑𝑦. Найдем частные производные 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
 и 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
. 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=  (3𝑥𝑦3)𝑥

′ − ((𝑥2 + 𝑦2)−
1

2)𝑥
′ = 3𝑦3 − (−

1

2
)(𝑥2 + 𝑦2)−

3

2  ∙ (𝑥2 + 𝑦2)𝜒
′ =  

= 3𝑦3 +
1

2
(𝑥2 + 𝑦2)−

3

2 ∙ 2 𝑥 = 3𝑦3 +
𝜒

 (𝑥2+𝑦2)3
;  

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=  (3𝑥𝑦3)𝑦

′ − ((𝑥2 + 𝛾2)−
1

2)𝑦
′ = 9𝑥𝑦2 − (−

1

2
)(𝑥2 + 𝛾2)−

3

2 ∙ (𝑥2 + 𝑦2)𝑦
′ =  

= 9𝑥𝑦2 +
1

2
(𝑥2 + 𝑦2)−

3

2 ∙ 2𝑦 = 9𝑥𝑦2 +
𝑦

 (𝑥2+𝑦2)3
;  

Полный дифференциал функции z равен:  

𝑑𝑧 = (3𝑦3 +
𝑥

 (𝑥2+𝑦2〉3
)𝑑𝑥 + (9𝑥𝑦2 +

𝑦

 (𝑥2+𝑦2〉3
)𝑑𝑦.  

Пример 7. Показать, что 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
  для функции 𝑧 = 𝑡𝑔(3𝑥 + 4𝑦). 

Чтобы найти вторые частные производные от функции Z, 

воспользуемся формулами: 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦
 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 ,

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
). 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=  (𝑡𝑔(3𝑥 + 4𝑦))𝑥

′  =
1

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥+4𝑦〉
⋅ (3𝑥 + 4𝑦)𝑋

′  =
3

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥+4𝑦)
;  

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=  (𝑡𝑔(3𝑥 + 4𝑦))𝑦

′  =
1

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥+4𝑦)
⋅ (3𝑥 + 4𝑦)𝑦

′  =
4

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥+4𝑦)
;  

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= (

3

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥+4𝑦〉
)𝑦
′  =  3 cos−2 3𝑥 + 4𝑦  

𝑦

′
= 3(−2)𝑐𝑜𝑠−3(3𝑥 + 4𝑦) 

( cos (3𝑥 + 4𝑦))𝑦
′  = = (−6)𝑐𝑜𝑠−3(3𝑥 + 4𝑦) ⋅ (− sin (3𝑥 + 4𝑦)) ⋅ (3𝑥 +

+4𝛾)𝑦
′ = 24𝑐𝑜𝑠−3(3𝑥 + 4𝑦) ⋅ sin (3𝑥 + 4𝑦)  

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
= (

4

𝑐𝑜𝑠2(3𝑥+4𝑦)
)𝑥
′  = 4(𝑐𝑜𝑠−2(3𝑥 + 4𝑦))𝜒

′  = 4(−2)𝑐𝑜𝑠−3(3𝑥 + 4𝑦) 

⋅ ( cos (3𝑥 + 4𝑦))𝑥
′ =  

= (−8)𝑐𝑜𝑠−3(3𝑥 + 4𝑦)(−𝑠𝑖𝑛(3𝑥 + 4𝑦) ⋅ (3𝑥 + 4𝑦)𝜒
′  = 24𝑐𝑜𝑠−3(3𝑥 + 4𝑦) ×

× 𝑠𝑖𝑛(3𝑥 + 4𝑦) . 
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Пример 8. Проверить, удовлетворяет ли данному уравнению 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0 функция 𝑢 =  𝑒

𝑥

𝑦 . 

Найдем частные производные, входящие в это уравнение, и подставим их: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= (𝑒

𝑥

𝑦)𝑥
′  = 𝑒

𝑋

𝑦  ⋅ (
𝜒

𝑦
)𝜒
′  = 𝑒

𝜒

𝑦  ⋅ (
1

𝑦
) ;  

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= |𝑒

𝜒

𝑦 )𝑦
′  = 𝑒

𝜒

𝑦  ⋅ (
𝜒

𝑦
)𝑦
′  = 𝑒

𝜒

𝑦  ⋅ (−
𝜒

𝑦2
) ;  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= (

𝜕𝑢

𝜕𝑥
)𝑦
′ = (𝑒

𝜒

𝑦 ⋅
1

𝑦
)𝑦
′  = (𝑒

𝜒

𝑦 )𝑦
′ ⋅ 

1

𝑦
+ 𝑒

𝜒

𝑦 ⋅ (
1

𝑦
)𝑦
′  = −𝑒

𝜒

𝑦 ⋅
𝑋

𝑦3
− 𝑒

𝜒

𝑦 ⋅
1

𝑦2
; 

Подставляя полученные производные в уравнение, получим 𝑒
𝑋

𝑦 . 

(
1

𝑦
) − 𝑒

𝑥

𝑦  ⋅ (−
𝑋

𝑦2
) + 𝑦(−𝑒

𝜒

𝑦  ⋅  
𝑋

𝑦3
− 𝑒

𝜒

𝛾  ⋅  
1

𝑦2
) = 𝑒

𝜒

𝑦(
1

𝑦
+

𝜒

𝑦2
−

𝜒

𝑦2
−

1

𝑦
) = 0;  

Следовательно, функция удовлетворяет уравнению. 

 

Экстремум функции двух переменных. Для определения точек 

экстремума функции двух переменных z = (x, y), найдем критические 

точки. Для этого решим систему уравнений: 

 
𝑧𝜒
′  𝑥𝑜 ;  𝑦0 = 0

𝑧𝑦 𝑥𝑜 ; 𝑦0 = 0
  

Чтобы критическая точка Мо (xо; yo) являлась точкой экстремума, 

необходимо выполнение достаточного условия существования точек 

экстремума. Пусть 

Δ = 𝑧  𝑥𝑥
′′ (𝑥o , 𝑦𝑜) ⋅ 𝑧  𝑦𝑦

′′ (𝑥𝑂𝐽𝑦0) − (𝑧𝑥𝑦
′′ (𝑥o , 𝑦𝑜))2 

При этом: 1) если Δ > 0, то Mo есть точка экстремума: при 𝑧  𝑥𝑥
′′ (𝑀o) <

0 точка максимума, при 𝑧  𝑥𝑥
′′  𝑀o > 0 точка минимума; 

2) если Δ < 0, то в точке Mo нет экстремума; 

3) если Δ = 0, то для решения вопроса о наличии или отсутствии 

экстремума в точке Mo требуется дальнейшее исследование. 

Пример 9. Найти экстремумы функции 𝑧 = 𝑥3  + 8𝑦3  − 6𝑥𝑦 + 5. 
Находим частные производные первого порядка 𝑧  𝑥

′ , 𝑧  𝑦
′ , и 

критические точки, решив систему уравнении:  
𝑧𝜒
′ = 3𝑥2 − 6𝑦 = 0

𝑧𝑦
′ = 24𝑦2 − 6𝑥 = 0

 ; 

 
𝑦 =

1

2
𝑥2

6𝑥4 − 6𝑥 =  0

 ;  
𝑦 =

1

2
𝑥2

6𝑥 (𝑥 − 1) = 0
 ; 

𝑦 =
1

2
𝑥2

 𝑥 = 0, 𝑥 =  1
 . 

Получаем две критические точки M1 (0; 0), M2 (1; 
1

2
). Обе точки 

принадлежат области определения функции. Найдем вторые производные 

для функции z. 

𝑧  𝜒𝜒
′′ = 6x,   𝑧  𝑥𝑦

′′ = −6,   𝑧  𝑦𝑦
′′ = 48𝑦 

Для точки M1 (0; 0) получаем: Δ = 6𝑥 ⋅ 48𝑦 − (−6)2 = 0 − 36 =
−36 < 0 
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Следовательно, в точке M1 нет экстремума. 

Для точки M2 (1; 
1

2
) имеем: Δ = 6𝑥 ⋅ 48𝑦 − (−6)2 = 6 ⋅ 48 ⋅

1

2
− 36 = 

= 108 > 0. 

Следовательно, в точке M2 есть экстремум, причем точка минимума (𝑧  𝜒𝜒
′′  

>  0). 

𝑧𝑚𝜄𝑛 = 𝑧(𝑀2) = 𝑧(1;
1

2
) = 13 + 8(

1

2
)3 − 6 ⋅ 1 ⋅

1

2
+ 5 = 4 

Наименьшее и наибольшее значение функции двух переменных в 

ограниченной замкнутой области. Функция z = z (x, y), непрерывная в 

некоторой ограниченной замкнутой области D, всегда имеет в этой 

области наибольшее и наименьшее значения. Эти значения достигаются 

ею или в точках экстремума, лежащих внутри области, или в точках, 

лежащих на границе области. Чтобы найти наибольшее и наименьшее 

значение функции в области D, нужно: 1) найти критические точки внутри 

области, и вычислить значение функции в них; 2) найти критические точки 

на всех граничных линиях области D, и вычислить значение функции в 

них; 3) найти значение функции в точках пересечения граничных линий;  

4) выбрать из полученных значений большее и меньшее. 

Пример 10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции  

𝑧 = 𝑥3 + 𝛾3 − 9𝑥𝑦 + 27 в области D, ограниченной линиями 𝑦 = 𝑥, 

𝑥 = 4, 𝑦 = 0 (рис. 3). 

 

 
Рисунок 3 

 

1) Найдем критические точки для функции z внутри области D. Для 

этого решим 
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систему уравнений:  
𝑧𝜒
′ = 3𝑥2 − 9𝑦 = 0

𝑧𝑦
′ = 3𝑦2 − 9𝑥 = 0

 ;  
𝑦 =

1

3
𝑥2

𝑥4

3
− 9𝑥 = 0

 ; 

 
𝑦 =

1

3
𝑥2

𝑥(
𝑥3

3
− 9) = 0

 ; 
𝑦 =

1

3
𝑥2

 𝑥 = 0, 𝑥 =  3
 . 

Следовательно, получаем две критические точки M1 (0; 0) и M2 (3; 3), 

лежащие в области D. Найдем значение функции в этих точках: 

𝑧(𝑀1(0,0))  =  27 

𝑧(𝑀2(3,3))  =  33  + 33  − 9 ⋅ 3 ⋅ 3 + 27 =  0. 
2) Найдем критические точки на границе области D: 

а) на граничной линии = 0, функция z принимает значения 𝑧 = 𝑥3 

+27, 𝑥 ∈ [0,4]. 
𝑧𝜒
′  = 3𝑥2 = 0, следовательно, х = 0. На этой границе существует 

только одна критическая точка М1 (0,0). Значение функции в этой точке 

уже вычислено. 

б) на граничной линии y = x, функция z принимает значения 𝑧 = 2𝑥3 

−9𝑥2 +27,    𝑥 ∈  0,4 .  𝑧𝑥
′  = 6𝑥2 − 18𝑥 = 0, 6𝑥(𝑥 − 3) = 0 , 𝑥 = 0 , 𝑥 = 3. 

Получаем критические точки M1 (0; 0) и M2 (3; 3). Значение функции в этих 

точках уже найдено.  

в) на граничной линии х = 4 , функция z принимает значения 𝑧 = 𝑦2 −
36𝑦 + 91, 𝑦 ∈ [0,4], 𝑧𝑦

′  = 2𝑦 − 36 = 0, 𝑦 = 18. Точка M3 (4,18) не 

принадлежит области D, значение функции в этой точке не определяем.  

3) Найдем значение функции z угловых точках области D. 

𝑧(𝑀4(4, 0))  =  43  + 27 =  91; 

𝑧(𝑀5(4,4))  = 43  + 43  − 9 ⋅ 4 ⋅ 4 + 27 =  11. 
4) Выбираем из полученных значений z наибольшее и наименьшее.  

Наибольшее значение z(М4(4,0)) = 91, наименьшее значение z(М1(3,3)) = 0. 

 

Производная в заданном направлении. Градиент функции. Функция U 

= U (x, y, z) задает в пространстве скалярное поле, т. е. каждой точке 

𝑀0 𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0 ∈ 𝑉 ставится в соответствие число 𝑈 𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0 ∈ 

Градиентом скалярного поля 𝑈 = 𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) называется вектор 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑈)                    , 

координатами которого являются частные производные функции 𝑈. 

𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑈)                   =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝜄 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
𝑘  .   

Градиент скалярного поля 𝑈 в точке 𝑀0 𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0  показывает 

направление наибольшего роста функции 𝑈 =  𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧). 
Производной функции 𝑈 =  𝑈(𝑥, 𝑦, 𝑧) в точке 𝑀0 𝑥0, 𝑦0 , 𝑧0  по 

направлению вектора 𝑠    =  𝑀𝑜𝑀           =  {𝑐𝑜𝑠 𝛼 , соѕ 𝛽 , соѕ 𝛾}, где 

𝑐𝑜𝑠 𝛼 , соѕ 𝛽 , соѕ 𝛾 направляющие косинусы вектора 𝑠    , называется 

величина 
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𝜕𝑈

𝜕𝑠 
=  𝑙𝑖𝑚Δ𝑠→0

Δ𝑈

Δ𝑠
=

𝜕𝑈

𝜕𝑥
 ⋅  cos 𝛼 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
⋅   cos 𝛽 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
⋅  cos 𝛾.  

Если направление 𝑠     совпадает с направлением координатной оси, то 

производная по направлению дает частную производную. 

Производная в данной точке по направлению вектора 𝑠     имеет 

наибольшее значение, если это направление совпадает с вектором 

градиента. Это наибольшее значение равно 
𝜕𝑈

𝜕𝑠 
= |𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑈)                   |  =

  (
𝜕𝑈

𝜕𝑥
)2 + (

𝜕𝑈

𝜕𝑦
)2 + (

𝜕𝑈

𝜕𝑧
)2 . 

Если производная по направлению 
𝜕𝑈

𝜕𝑠 
> 0, то функция 𝑈 возрастает в 

направлении вектора 𝑠    . Если производная по направлению 
𝜕𝑈

𝜕𝑠 
 < 0, то 

функция 𝑈 убывает в этом направлении. 

Пример 11. Найти угол между градиентами скалярных полей  

𝑉 = 𝑥2 − 𝑦2 − 3𝑧2 и 𝑈 =
𝜒

𝑦𝑧2
 в точке 𝑀(

1

 2
 

1

 2
,

1

 3
). 

Найдем частные производные функции 𝑉 и 𝑈 в точке 𝑀  
𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 2𝑥|𝑀 = 2 

1

 2
=  2 

𝜕𝑉

𝜕𝑦
= −2𝑦|𝑀  = −2 

1

 2
= − 2 

𝜕𝑉

𝜕𝑧
= −6𝑧|𝑀  = −6 

1

 3
= −2 3 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
=

1

𝑦𝑧2
|𝑀  =

1

1

 2
 ∙ 

1

 3
 

2 = 3 2; 

𝜕𝑈

𝜕𝑦
= −

𝜒

𝑦2𝑧2
|𝑀  = −

1

 2

(
1

 2
)2  ∙ (

1

 3
)2

= −
2 ∙ 3

 2
= −3 2 

𝜕𝑈

𝜕𝑧
= −

2𝑥

𝑦𝑧3
|𝑀  = −

2
1

 2
1

 2
∙ (

1

 3
)3

= −
2
1

( 3)
3

= −2 ∙ 3 3 = −6 3; 

Запишем градиенты скалярных полей 𝑉 и 𝑈:  

𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑉)                   =  2 ∙ 𝜄 −  2 ∙ 𝑗 − 2 3 ∙ 𝑘  ; 

𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑈)                   = 3 2 ∙ 𝜄 − 3 2 ∙ 𝑗 − 6 3 ∙ 𝑘  .   
Воспользуемся формулой определения угла между векторами через 

скалярное произведение: 

cos 𝜑 =
𝑎∙    𝑏  

|𝑎  ||𝑏  |
=

 2∙3 2+ − 2 ∙ −3 2 +(−2 3)∙(−6 3)

   2 
2

+ − 2 
2

+ −2 3 
2
∙  3 2 

2
+ 3 2 

2
+ −6 3 

2
=

6+6+36

 2+2+12 ∙  18+18+108
=  

48

 16 ∙  144
=

48

4 ∙ 12
= 1. Следовательно, угол 𝜑 = 0°. 

Пример 12. Найти производную скалярного поля 𝑈 = 𝑥2 −
 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑦 + 𝑧) в точке  

M (2,1,1) по направлению вектора 𝑆 = 3𝐽
→ − 4𝑘   

Найдем частные производные функции 𝑈 в точке М:  



13 
 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 2𝑥|𝑀(2,1,1) = 2 ∙ 2 = 4;  

𝜕𝑈

𝜕𝑦
=

1

1+(𝑦+𝑧)2
|𝑀(2,1,1) =

1

1+(1+1)2
=

1

5
;   

𝜕𝑈

𝜕𝑧
=

1

1+(𝑦+𝑧)2
|𝑀(2,1,1) =

1

1+(1+1)2
=

1

5
. 

Найдем направляющие косинусы вектора 𝑆     : 

cos 𝛼 = 0;   cos 𝛽 =
3

 32+(−4)2
=

3

5
;   cos 𝛾 =

−4

 32+(−4)2
=

−4

5
  

Найдем производную функции 𝑈 по направлению вектора 𝑆     : 
𝜕𝑈

𝜕𝑆     
=

𝜕𝑈

𝜕𝑥
 cos 𝛼 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
 cos 𝛽 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
 cos 𝛾 = 4 ⋅ 0 +

1

5
⋅

3

5
+

1

5
⋅

(−4)

5
= −

1

5
  

Так как производная 
𝜕𝑈

𝜕𝑆     
< 0, то функция убывает в этом направлении. 

 

ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ 

Задание №1. Найти область определения функции z = z (x, y). 

yx

xy
z

52

3


  

1.1. 
22436

1

yx
z


  

1.2. )ln(xyz   

1.3. )4ln( 22 yxz   

1.4. 
226

2

yx
z


  

1.5. 522  yxz  

1.6. )arccos( yxz   

1.7. 
yx

yx
z






2

3
 

1.8. 2239 yxz   

1.9. )3ln( 22  yxz  

Задание № 2. Найти частные производные первого порядка 

1.1. )2ln( 2 xeyz   

1.2. )(
2y

x
arctgz   

1.3. xyxz 
232  

1.4. xyz arcsin  
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1.5. 
3

sin
x

y
z   

1.6. )( 23 yxtgz   

1.7. 3xyctgz   

1.8. 
22 xxez   

1.9. )3ln( 42 yxz   

1.10. )arccos(
x

y
z   

Задание № 3. Найти частные производные первого порядка для функции 

),,( zyxUU   в точке ),,( 0000 zyxM  

3.1 𝑼 =
𝒛

 𝒙𝟐+𝒚𝟐
, Mo (0, –1, 1) 

3.2 𝑼 = 𝒛 ∙ 𝐥𝐧⁡(𝒙𝟑 + 𝒚𝟐), Mo (1, 2, 3) 

3.3 𝑼 = 𝒛𝒙 ∙ 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 + 𝒚), Mo (
𝝅

𝟒
, 0, 

2) 

3.4 𝑼 = 𝐥𝐱(𝒙𝟑 + 𝟐𝒚𝟑 − 𝒛𝟑),  

Mo (2,1,0) 

3.5 𝑼 =
𝐱

 𝒚𝟐+𝒛𝟐
, Mo (1,0,1) 

3.6 𝑼 = 𝐥𝐧⁡(𝐜𝐨𝐬 𝒙𝟐𝒚𝟐 + 𝒛 ), Mo (0, 

0, 
𝝅

𝟒
) 

3.7 𝑼 = 𝟐𝟕𝟑 𝒙 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟑, Mo 

(3,4,2) 

3.8 𝑼 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠(𝒙𝒚𝟐 + 𝒛), Mo (2,1,0) 

3.9 𝑼 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧 ( 
𝒙𝟐

𝒚
− 𝒛), , Mo 

(2,5,0) 

3.10 𝑼 =  𝒛 𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒙 − 𝒚), Mo (0,0,4) 

Задание № 4. Найдите полный дифференциал функции z = z (x, y). 

4.1 𝒛 = 𝟐𝒙𝟑𝒚 − 𝟒𝒙𝒚𝟓 −
𝟔𝒙

𝒚𝟐
 − 𝟓𝒙 

4.2 𝒛 =  𝒙𝒚 ∙ 𝒔𝒊𝒏(𝒙𝒚) 

4.3 𝒛 =  
𝟑𝒙+𝒚

𝒙𝒚−𝟓
   

4.4 𝒛 = 𝟓𝒙𝒚𝟒 + 𝟐𝒙𝟐𝒚𝟕 − 𝟑𝒙 + 𝒚  

4.5 𝒛 =  𝟑𝒚𝟐𝒙𝟑 − 𝟓𝒙–𝟒𝒚𝟐 + 𝟏  

4.6 𝒛 =  𝒄𝒐𝒔(𝒙𝟐  −  𝒚𝟐)  + 𝒙𝟑 

4.7 𝒛 =  𝒍𝒏(𝟑𝒙𝟐  −  𝟐𝒚) 

4.8 𝒛 =  𝟓𝒙𝒚𝟐 –  𝟑𝒙𝟑𝒚𝟒  +  𝒙 −  𝟑𝒚 

4.9 𝒛 =  𝒆𝒙
𝟐+𝒙𝒚  
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4.10 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝟐𝒙 −  𝒚) 

Задание № 5. Показать, что 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 для функции z = z (x, y). 

5.1 𝒛 = 𝒆𝒙
𝟐−𝒚𝟐 

5.2 𝒛 =  𝟐(𝟕𝒙𝟐𝒚+𝟓) 

5.3 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒄𝒕𝒈(𝒙𝒚 − 𝟑)   
5.4 𝒛 = 𝐜𝐨𝐬⁡(𝒙𝒚𝟐)  

5.5 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝒙 + 𝒚)  

5.6 𝒛 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧⁡(𝒙 − 𝒚) 

5.7 𝒛 =  𝐬𝐢𝐧⁡(𝒙𝟐 − 𝒚) 

5.8 𝒛 =  𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬⁡(𝟐𝒙 − 𝒚) 

5.9 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒄𝒕𝒈(𝒙 − 𝟐𝒚)  

5.10 𝒛 =  𝐥𝐧⁡(𝟑𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) 

 

 

Задание № 6. Проверить, удовлетворяет ли указанному уравнению 

функция u = u (x, y). 

6.1 𝑥2 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝑥𝛾

𝜕𝑧𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑦2 𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0, 𝑢 =

𝑦

𝑥
 

6.2 𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 3(𝑥3 − 𝑦3), 𝑢 = ln

𝑥

𝑦
+ 𝑥3 −𝑦3 

6.3 
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, 𝑢 = ln (𝑥2 + (𝑦 + 1)2) 

6.4 𝑦
∂2𝑢

∂x ∂y
= (1 + y ln x)

∂u

∂x
, 𝑢 = 𝑥𝑦 . 

6.5 𝑥
∂𝑢

∂𝑥
+ y

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑢, 𝑢 =

𝑥𝑦

𝑥+𝑦
 

6.6 𝑥2 ∂2𝑢

∂𝑥2
+ 𝑦2 ∂2𝑢

∂𝑦2
= 0, 𝑢 = 𝑒𝑥𝑦 . 

6.7 𝑎2 ∂2𝑢

∂𝑥2
=

∂2𝑢

∂𝑦2
, u = sin2 (𝑥 − 𝑎𝑦). 

6.8 𝑥2 ∂2u

∂𝑥2
− 𝑦2 ∂2𝑢

∂𝑦2
= 0 , 𝑢 = 𝑦 

𝑦

𝑥
 

6.9 
∂2𝑢

∂𝑥2
+

∂2u

∂y2
+

∂2𝑢

∂z2
= 0, 𝑢 =

1

 𝑥2+𝑦2+𝑧2
. 

6.10 𝑎2 ∂2𝑢

∂𝑥2
=

𝜕2𝑢

∂𝑦2
 , 𝑢 = 𝑒−cos (𝑥+𝑎𝑦 ). 

Задание № 7. Исследовать функцию z = z (x, y) на экстремум. 

7.1 𝑧 = 𝑦 𝑥 − 2𝑦2 −𝑥 + 14𝑦. 
7.2 𝑧 = 𝑥3 +8𝛾3 −6𝑥𝑦 + 5 

7.3 𝑧 = 1 + 15𝑥 − 2𝑥2 −𝑥𝑦 − 2𝑦2 

7.4 𝑧 = 1 +6𝑥 − 𝑥2 −𝑥𝑦 − 𝑦2 

7.5 𝑧 = 𝜒3 +𝛾2 −6𝑥𝑦 − 39𝑥 + 18𝑦 + 20 

7.6 𝑧 = 2𝑥3 +2𝑦3 −6𝑥𝑦 + 5. 
7.7 𝑧 = 3𝑥3 +3𝑦3 −9𝑥𝑦 + 10. 
7.8 𝑧 = 𝑥2 +𝑥𝑦 + 𝑦2 +𝑥 − 𝑦 + 1. 
7.9 𝑧 = 4(𝑥 − 𝑦) − 𝑥2 −𝑦2 
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7.10 𝑧 = 6(𝑥 − 𝑦) − 3𝑥2 −3𝛾2 

Задание № 8. Найти наименьшее и наибольшее значение функции  

z = z (x, y) в области D 

8.1 𝑧 = 3𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦 

𝐷: 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 4, 𝑥 = 0. 

8.2 𝑧 = 𝑥𝑦 − 𝑥 − 2𝑦, 

𝐷: 𝑥 = 3, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 0. 

8.3 z = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 4𝑥 + 8𝑦, 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 2.  

8.4 𝑧 = 5𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2 , 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 1.  

8.5 𝑧 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 − 4𝑥, 

𝐷: 𝑥 − 𝑦 + 1 = 0, 𝑥 = 3, 𝑦 = 0.  

8.6 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 + 8, 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 − 1 = 0.  

8.7 𝑧 = 2𝑥3 − 𝑥𝑦2 + 𝑦2, 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 6.  

8.8 𝑧 = 3𝑥 + 6𝑦 − 𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2,  

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 1.  

8.9 𝑧 = 𝑥2 − 2𝑦2 +4𝑥𝑦 − 6𝑥 − 1,  

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 − 3 = 0.  

8.10 𝑧 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 10, 

D: 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑥2 − 4. 

Задание № 9. Найдите угол между градиентами скалярных полей U = U (x, 

y, z) и  

V = V (x, y, z) в точке М. 

9. 1 𝑉 =
𝑥3

2
+ 6𝑦3 + 3 6𝑧3, 𝑈 =

𝑦𝑧2

𝑥2
, 𝑀( 2,

1

 2
,

1

 3
)  

9.2 𝑉 =
4 6

𝑋
−

 6

9𝑦
+

3

𝑍
, 𝑈 = 𝑥2𝑦𝑧3, 𝑀(2,

1

3
,  

3

2
) . 

9.3  𝑉 = 9 2x3 −
𝑦3

2 2
−

4𝑧3

 3
, 𝑈 =

𝑧3

𝑥𝑦2
, 𝑀(

1

3
, 2,  

3

2
).  

9. 4 𝑉 =
3

𝜒
+

4

𝑦
−

1

 6𝑧
, 𝑈 =

𝑍

𝑥3𝑦2
, 𝑀(1,2,

1

 6
). 

9.5 𝑉 =
𝑥3

2
+ 6𝑦3 + 3 6𝑧3, 𝑈 =

𝑥2

𝑦𝑧2
, 𝑀( 2,

1

 2

1

 3
) ⋅ 

9.6 𝑉 = 3 2𝑥2 −
𝑦2

 2
− 3 2𝑧2, 𝑈 =

z2

𝑥𝑦2
, 𝑀  

1

3
, 2,  

2

3
 . 

9.7 𝑉 = 6 6𝑥3 − 6 6𝑦3 + 2z3, 𝑈 =
𝑥𝑧2

𝑦
,  𝑀(

1

 6
,

1

 6
, 1) . 
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9.8 𝑉 =
 6

2𝑥
−

 6

2𝑦
+

2

3𝑧
, 𝑈 =

𝑦𝑧2

𝑥
, 𝑀(

1

 2
,

1

 2
,

1

 3
) . 

9. 9 𝑉 = 3 2𝑥2 −
𝑦2

 2
− 3 2𝑧2, 𝑈 =

𝑥𝑦2

𝑧2
, 𝑀(

1

3
, 2,  

2

3
). 

9.10 𝑉 =
3

𝜒
+

4

𝑦
−

1

 6𝑧
 , 𝑈 =

𝑥3𝑦2

𝑍
, 𝑀(1,2,

1

 6
) . 

Задание № 10. Найти производную скалярного поля U = U (x, y, z) в точке 

M (x, y, z)  

10.1 𝑈 = 4𝑙𝑛(3 + 𝑥2) − 8𝑥𝑦𝑧, 𝑆 = 2𝑗 − 4𝑗 + 4𝑘  ,𝑀(1,1,1). 

10.2 𝑈 = 𝑥 𝑦 + 𝑦 𝑧) 𝑆 = 4𝑖 − 2𝑗 + 4𝑘  , 𝑀(2,4,4). 

10.3 𝑈 = −2𝐼𝑛(𝑥2 − 5) − 4𝑥𝑦𝑧, 𝑆 = 2𝜄 + 4𝑓
→ − 4𝑘  , 𝑀(1,1,1). 

10.4 𝑈 =
1

4
𝑥2𝑦 −  𝑥2 + 5𝑧2 , 𝑆 = 2𝜄 + 8𝐽

→ − 2𝑘  , 𝑀(−2,
1

2
, 1). 

10.5 𝑈 = 𝑥𝑧2 − 𝑥3𝑦)𝑆 = 2𝜄 − 2𝑗 − 3𝑘  , 𝑀(2,2,4). 

10.6 𝑈 = 𝑥 𝑦 − 𝑦𝑧2 , 𝑆 = 2𝜄 + 2𝑗 − 4𝑘  ,𝑀(2,1,−1). 

10.7 𝑈 = 7𝑙𝑛(
1

13
+ 𝑥2) − 4𝑥𝑦𝑧 , 𝑆 = 14𝜄 − 8𝑗 + 8𝑘  ,𝑀(1,1,1). 

10. 8 𝑈 = arctg (
𝑦

𝜒
) + 𝑥𝑧 , 𝑆 = 2𝜄 + 2𝑗 − 2𝑘  , 𝑀(2,2,−1). 

10.9 𝑈 = 𝑙𝑛(1 + 𝑥2) − 𝑥𝑦 𝑧, 𝑆 = 8𝜄 − 2𝑗 + 2𝑘  , 𝑀(1,−2,4). 

10.10 𝑈 =  𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧 , 𝑆 = 2𝜄 + 2𝑗 − 24𝑘   , 𝑀(3,4,1). 

 

САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА 

Задание № 1. Найти область определения функции z = z (x, y).

1.1. 222 yxz   

1.2. 
13

4




yx

xy
z  

1.3. 
22 yx

xy
z


  

1.4. 
y

x
z arcsin  

1.5. )ln( 22 xyz   

1.6. 
yx

yx
z




3

3

 

1.7. )2arccos( yxz   

1.8. yxxyz   

1.9. )9ln( 22 yxz   

1.10. 223 yxz   

1.11. )143(log2  yxz  

1.12. 
yx

y
xz

52
4


  

1.13. 
4

23

22 




yx

yx
z  

1.14. 
224

5

yx
z


  

1.15. )2ln( yxz   

1.16. 
yx

yx
z

4

7 3


  

1.17. yxz  1  

1.18. 
122 


yx

ez  

1.19. 
6

1

22 


yx
z  
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1.20. )2ln( 2 yxz 

 

Задание № 2. Найти частные производные первого порядка

2.1 )
3

(
2xy

arcctgz   

2.2 22cos yxz   

2.3 3sin yxz   

2.4 )( 43yxtgz   

2.5 )23( 3 yxctgz   

2.6 
222 yxez   

2.7 )1ln(  xyz  

2.8 
3

2

y

x
arctgz   

2.9 )sin(2 3yxyz   

2.10 )cos( 3xyxz   

2.11 
23cos yxez   

2.12 
x

yx
tgz

22 
  

2.13 )2ln( yxz   

2.14 
22 yx

ez


  

2.15 )arccos( 3yxz   

2.16 )3ln( 22 yxz   

2.17 
y

x
arctgz

3

  

2.18 
22

cos
yx

yx
z




  

2.19 
yx

y
z


 sin  

2.20 )sin( xyearccz 

Задание №3. Найти частные производные первого порядка для функции 

),,( zyxUU   в точке ),,( 0000 zyxM  

3.1 𝑼 =
𝒚

 𝒙𝟐+𝒛𝟐
, Mo (–1, 1,0) 

3.2 𝑼 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠 (
𝐱𝐳

𝐲𝟐
), Mo (2,1,1) 

3.3 𝑼 = 𝐈𝐧(𝐭𝐠  𝐱 − 𝟐𝐲 +
𝐳

𝟒
 ),, Mo (1, 

𝟏

𝟐
, 𝝅) 

3.4 𝑼 =
𝒚

𝒙
+

𝒛

𝒚
+

𝒛

𝒛
, Mo (1,1,2) 

3.5 𝑼 =
𝟏

 𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐
, Mo (1,2,2) 

3.6 𝑼 = 𝐥𝐧(𝐱 + 𝐲𝟐) −  𝐱𝐳, Mo (5,2,3) 

3.7 𝑼 =  𝒛 ∙ 𝒙𝒚, Mo (1,2,4) 

3.8 𝑼 = 𝐳 ∙  𝟑𝐱𝟐 − 𝐲𝟐, Mo (3, 𝟐,5) 

3.9 𝑼 = 𝐥𝐧(𝐱𝟑 +  𝒚
𝟑 − 𝐳),,  

Mo (2,1,8) 

3.10 𝑼 =
𝐳

𝒙𝟒+𝒚𝟐
, Mo (2,3,25) 

3.11 𝑼 = 𝐳𝟐𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠
𝐱

𝟐𝐲
, Mo (2,1,2) 

3.12 𝑼 = 𝐥𝐧( 𝐱
𝟓

+  𝐲
𝟒  – 𝐳), Mo (1,1,1) 
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3.13 𝑼 = −
𝟐𝒙

 𝒚𝟐+𝒛𝟐
, Mo (–2,1,1) 

3.14 𝑼 = 𝐳 ∙ 𝐞− 𝐱
𝟐+𝐲𝟐 , , Mo (0,0,1) 

3.15 𝑼 =
𝐬𝐢𝐧 𝒙−𝒚 

𝒛
, Mo (

𝝅

𝟐
, 
𝝅

𝟑
, 𝟑) 

3.16 𝑼 =  𝒛 ∙ 𝐥𝐧⁡( 𝒙 +  𝒚), Mo (4,1,4) 

3.17 𝑼 =
𝒙𝒛

𝟐𝒙𝟐𝒚−𝟑
, Mo (3,1,1) 

3.18 𝑼 =  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 −  𝟐𝒙𝒚 𝐜𝐨𝐬 𝒛, Mo 

(3,4,
𝝅

𝟐
) 

3.19 𝑼 = 𝒛 ∙ 𝒆−𝒙𝒚
𝟐
, Mo (0,1,1) 

3.20 𝑼 =
𝟑𝐱𝐲

𝒛𝟐+𝒚𝟐
, Mo (1,–1,0) 

Задание № 4. Найдите полный дифференциал функции z = z (x, y). 

4.1 𝒛 =  𝟕𝒙𝟑𝒚 −  𝒙𝒚 

4.2 𝒛 =   𝒙𝟐  +  𝒚𝟐 –  𝟐𝒙𝒚  

4.3 𝒛 =  𝒕𝒈 (
𝒙+𝒚

𝒙−𝒚
) 

4.4 𝒛 =  𝒄𝒐𝒔(𝟑𝒙 +  𝒚) – 𝒙𝟐  

4.5 𝒛 =  𝒆𝟑𝒙+𝟓𝒚−𝟏 

4.6 𝒛 =  𝒄𝒕𝒈 (
𝒙

𝒚
).  

4.7 𝒛 =  𝒙𝒚𝟒 –  𝟑𝒙𝟐𝒚 + 𝟏  

4.8 𝒛 =  𝟐𝒙𝒚 +
𝒙

𝟑𝒚−𝟏
  

4.9 𝒛 =  𝟐𝒙𝟐𝒚𝟐  +  𝒙𝟑  −  𝒚𝟑 

4.10 𝒛 =   𝟑𝒙𝟐 –  𝟐𝒚𝟐  +  𝟓 

4.11 𝒛 =  𝒄𝒐𝒔(𝒙𝟐 𝒚)  −  𝟑𝒙𝒚 

4.12 𝒛 =   𝒙𝟐  +  𝟑𝒚𝟐  +  𝒙  

4.13 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏 (
𝒙+𝒚

𝒙
) 

4.14 𝒛 =  𝒍𝒏(𝒚𝟐 – 𝒙𝟐  +  𝟑) 

4.15 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒄𝒐𝒔(𝒙 +  𝒚) 

4.16 𝒛 =  𝒚𝟐 𝒔𝒊𝒏 𝒙 −  𝟑𝒙𝒚 − 𝒙𝟒 

4.17 𝒛 =  𝟐 – 𝒙𝟑  −  𝒚𝟑  +  𝟓𝒙 

4.18 𝒛 =  𝟕𝒙 – 𝒙𝟑𝒚𝟐  +  𝒚𝟒 

4.19 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝟐𝒙 −  𝒚) 

4.20 𝒛 =   𝒙𝒚 − 𝒙𝟑  +  𝒚 

 

Задание №5. Показать, что 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 для функции z = z (x, y). 

5.1 𝒛 = 𝒆𝟐𝒙
𝟐+𝒚𝟐  
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5.2 𝒛 =  𝒄𝒕𝒈(
𝒚

𝒙
) 

5.3 𝒛 = 𝐜𝐨𝐬⁡(𝒙𝟐𝒚𝟐 − 𝟓)  
5.4 𝒛 = 𝐥𝐧⁡(𝟑𝒙𝟐 + 𝟒𝒚𝟐)  

5.5 𝒛 =  𝐬𝐢𝐧⁡( 𝒙𝟐𝒚) 

5.6 𝒛 =  𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧⁡(𝒙 − 𝟐𝒚).  
5.7 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝟓𝒙 + 𝟐𝒚)  

5.8 𝒛 =  𝐜𝐨𝐬⁡(𝒙𝒚 + 𝟑)  

5.9 𝒛 =  𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬⁡(𝟒𝒙 − 𝒚) 

5.10 𝒛 =  𝐥𝐧⁡(𝟒𝒙𝟐 − 𝟓𝒚𝟐) 

5.11 𝒛 =  𝐥𝐧⁡(𝟒 − 𝒙𝟐𝒚𝟑) 

5.12 𝒛 =  𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧⁡(𝟒𝒙 + 𝒚)  

5.13 𝒛 =  𝐬𝐢𝐧⁡( 𝒙𝒚) 

5.14 𝒛 =  𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬⁡(𝒙 − 𝟓𝒚) 

5.15 𝒛 = 𝐜𝐨𝐬⁡(𝟑𝒙𝟐 − 𝒚𝟐) 

5.16 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝟑𝒙 − 𝟐𝒚) 

5.17 𝒛 =  𝐥𝐧⁡(𝟓𝒙𝟐 − 𝟑𝒚𝟒) 

5.18 𝒛 =  𝒂𝒓𝒄𝒄𝒕𝒈(𝒙 − 𝟒𝒚) 

5.19 𝒛 =  𝐥𝐧⁡(𝟑𝒙𝒚 − 𝟒) 

5.20 𝒛 =  𝐜𝐨𝐬⁡(𝟓𝒙 − 𝟒𝒚𝟐) 

 

Задание № 6. Проверить, удовлетворяет ли указанному уравнению 

функция u = u (x, y). 

6.1  
∂u

∂x
+

∂u

∂y
+

∂u

∂z
= 0 𝑢 =  (𝑥 − 𝑦)(𝑦 − 𝑧)(𝑧 − 𝑥) . 

6.2 𝑥
∂u

∂x
+ 𝑦

∂ιι

∂y
= 𝑢 , 𝑢 = 𝑥 ln 

y

x
 

6.3 𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0, 𝑢 = ln (𝑥2 + 𝑦2) . 

6.4 𝑥2 ∂2u

∂x2
− 2𝑥𝑦

∂2u

∂x ∂y
+ y2 ∂2u

∂y2
+ 2𝑥𝑦𝑢 = 0 𝑢 = 𝑒𝑥𝑦  

6.5 𝑥2 ∂u

∂𝑥
− 𝑥𝑦

∂u

∂y
+ 𝑦2 = 0, 𝑢 =

y2

3𝑥
+ arcsin(𝑥𝑦) 

6.6 𝑥
∂14

∂x
+ 𝑦

∂t1

∂𝑦
+ 𝑢 = 0, 𝑢 =

2𝑥+3𝑦

𝑥2+𝑦2
. 

6.7 (
∂u

∂x
)2 + (

∂u

∂y
)2 = 1, 𝑢 =  𝑥2 + 𝑦2. 

6.8 x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 2𝑢, 𝑢 = (𝑥2 + 𝑦2)tg

x

y
. 

6.9 
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, 𝑢 = e−(x+3y)sin (𝑥 + 3𝑦) . 

6.10 𝑥2 ∂2u

∂x2
+ 2𝑥𝑦

∂2u

∂x ∂y
+ 𝑦2 ∂2u

∂y2
= 0, 𝑢 = 𝑥 ⋅ ey/x . 

6.11 
∂2𝑢

∂𝑥2
+

𝜕2𝑢

∂𝑦2
= 0, 𝑢 = arctg 

𝑦

𝑋
. 
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6.12 𝑥
∂u

∂x
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0, 𝑢 = arccg 

𝑥

𝑦
 

6.13 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
⋅
∂2𝑢

∂x ∂y
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
⋅
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0, 𝑢 = ln (𝑥 + 𝑒−𝑦). 

6.14 𝑥
∂tl

∂x
+ 𝑦

∂u

∂𝑦
= 0, 𝑢 = arcsin 

x

x+y
. 

6.15 
1

𝑋

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

y
⋅
∂u

∂y
=

u

y2
, 𝑢 =

𝑦

(𝑥2−𝑦2)5
. 

6.16 
∂u

∂x
+

∂u

∂y
=

𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
 , 𝑢 =

𝑥2+𝑦2

𝑥−𝑦
 

6.17 
∂u

∂x
+

∂u

∂y
=

2y

u
, 𝑢 =  2𝑥𝑦 + 𝑦2 

6.18 
∂2u

∂x2
−

∂2u

∂y2
= 0, 𝑢 = ln(𝑥2 − 𝑦2) . 

 

Задание №7. Исследовать функцию z = z (x, y) на экстремум.  

7.1 𝑧 = 𝜒2 +𝑥𝑦 + 𝑦2 −6𝑥 − 9𝑦  

7.2 𝑧 = (𝑥 − 2)2 + 2𝑦2 − 10. 
7.3 𝑧 = (𝑥 − 5)2 +𝑦2 + 1. 
7.11 𝑧 = 𝑥3 +𝑦3 −3𝑥𝑦. 
7.12 𝑧 = 2𝑥𝑦 − 2𝑥2 −4𝑦2 

7.4 𝑧 = 𝑥 𝑦 − 𝑥2 −𝑦 + 6𝑥 + 3 

7.5 𝑍 = 2𝑥𝑦 − 5𝑥2 −3𝑦2 +2 

7.6 𝑧 = 𝑥𝑦(12 − 𝑥 − 𝑦) . 

7. 7 𝑧 = 𝑥𝑦 − 𝑥2 −𝑦2 +9. 
7.8 𝑧 = 2𝑥𝑦 − 3𝑥2 −2𝑦2 + 10. 
7.9 𝑧 = 𝑥3 +8𝑦3 −6𝑥𝑦 + 1. 

7.10 𝑧 = 𝑦 𝑥 − 𝑦2 −𝑥 + 6𝑦. 
7.13 𝑧 = 𝑥2 −𝑥𝑦 + 𝑦2 +9𝑥 − 6𝑦 +
20. 
7.14 𝑍 = 𝑥𝑦(6 − 𝑥 − 𝑦) . 

7.15 𝑧 = 𝑥2 +𝑦2 −𝑥𝛾 + 𝑥 + 𝑦. 
7.16 𝑧 = 𝑥2 +𝑥𝑦 + 𝑦2 −2𝑥 − 𝑦. 
7.17 𝑧 = (𝑥 −  1)2 +2𝑦2 

7.18 𝑧 = 𝑥𝑦 − 3𝑥2 −2𝑦2 

7.19 𝑧 = 𝑥2 +3(𝑦 + 2)2 

7.20 𝑧 = 2(𝑥 + 𝑦) − 𝑥2 −𝑦2

 

Задание № 8. Найти наименьшее и наибольшее значение функции z = z (x, 

y) в области D 

8.1 𝑧 = 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 𝑦𝑙  

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 3, 𝑦 = 0, 𝑦 = 4. 

8.2 𝑧 =
1

2
𝑥2 − 𝑥𝑦,  

𝐷: 𝑦 = 8, 𝑦 = 2𝑥2 

8.3 𝑧 = 3𝑥2 + 3𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 + 2, 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0𝑙𝑥 + 𝑦 − 1 = 0. 

8.4 𝑧 = 2𝑥2 + 3𝑦2 + 1, 

𝐷: 𝑦 =. /9 −
9

4
𝑥2𝑙𝑦 = 0. 

8.5 𝑧 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2 + 4𝑥 + 1, 

𝐷: 𝑥 = −3, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 + 1 = 0. 

8. 6 𝑧 = 3𝑥2 + 3𝑦2 − 𝑥 − 𝑦 + 1, 

𝐷: 𝑥 = 5, 𝑦 = 0, 𝑥 − 𝑦 − 1 = 0. 
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8.7 𝑧 = 2𝑥2 + 2𝑥𝑦 −
1

2
𝑦2 − 4𝑥, 

𝐷: 𝑦 = 2𝑥, 𝑦 = 2, 𝑥 = 0. 

8.8 𝑧 = 𝑥2 − 2𝑥𝑦 +
5

2
𝑦2 − 2𝑥, 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑦 = 0, 𝑦 = 2. 
8.9 𝑧 = 𝑥𝑦 − 3𝑥 − 2𝑦, 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 4, 𝑦 = 0, 𝑦 = 4. 

8.10 𝑧 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 − 2, 

𝐷: 𝑦 = 4𝑥2 − 4𝑡𝑦 = 0. 

8.11 𝑧 = 𝑥2𝑦(4 − 𝑥 − 𝑦) , 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑦 = 6 − 𝑥. 

8.12 𝑧 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦, 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 2, 𝑦 = −1, 𝑦 = 2. 

8.13 𝑧 = 4(𝑥 − 𝑦) − 𝑥2 − 𝑦2, 

𝐷: 𝑥 + 2𝑦 = 4, 𝑥 − 2𝑦 = 4, 𝑥 = 0. 

8.14 𝑧 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝛾2 − 4𝑥, 

𝐷: 𝑥 = 3, 𝑦 = 0, 𝛾 = 𝑥 + 1. 

8.15 𝑧 = 6𝑥𝑦 − 9𝑥2 − 9𝑦2 + 4𝑥 + 4𝑦,  

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 2. 

8.16 𝑧 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 − 2𝑥 + 2𝑦, 

𝐷: 𝑦 = 𝑥 + 2, 𝑦 = 0, 𝑥 = 2. 

8.17 𝑧 = 4 − 2𝑥2 − 𝑦2, 

𝐷: 𝑦 = 0, 𝑦 =  1 − 𝑥2 

8.18 𝑧 = 5𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 𝑦2 + 4, 

𝐷: 𝑥 = −1, 𝑥 = 1, 𝑦 = −1, 𝑦 = 1. 

8.19 𝑧 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 4𝑥 − 𝑦2, 

𝐷: 𝑥 + 𝛾 + 2 = 0, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0. 

8.20 𝑧 = 2𝑥2𝑦 − 𝑥3𝑦 − 𝑥2𝑦2, 

𝐷: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑥 + 𝑦 = 6. 
Задание № 9. Найдите угол между градиентами скалярных полей U = U (x, 

y, z) и V = V (x, y, z) в точке М. 

9. 1 𝑉 = −
4 2

𝜒
+

 2

9𝑦
+

1

 3𝑧
, 𝑈 =

1

𝑥2𝑦𝑧
, 𝑀(2,

1

3
,

1

 6
) . 

9.2 𝑉 =
6

𝜒
+

2

𝑦
−

3 3

2 2𝑧
 , 𝑈 =

𝜒2

𝑦2𝑧3
 , 𝑀( 2,  2,

 3

2
). 

9.3 𝑉 = 𝑥2 + 9𝑦2 + 6𝑧2, 𝑈 = 𝑥𝑦𝑧, 𝑀 (1,
1

3
,

1

 6
) . 

9.4 𝑉 =
2

𝑥
+

3

2𝑦
−

 6

4𝑧
, 𝑈 =

𝑦3

𝑥2𝑧
, 𝑀( 

2

3
,  

3

2
′

1

2
). 

9.5 𝑉 =  2𝑥2 −
3𝑦2

 2
− 6 2𝑧2, 𝑈 = 𝑥𝑦2𝑧 , 𝑀(1,

2

3
 , 

1

 6
). 
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9.6 𝑉 = −
 6

2𝑥
+

 6

2𝑦
−

2

3𝑧
, 𝑈 =

𝑥

𝑦𝑧2
, 𝑀(

1

 2

1

 2

1

 3
) . 

9.7 𝑉 =
6

𝑥
+

2

𝑦
−

3 3

2 2𝑧
, 𝑈 =

𝑦2𝑧3

𝑥2
, 𝑀( 2, 2,

 3

2
) . 

9.8 𝑉 =
1

 2𝑥
−

2 2

𝑦
−

3 3

2𝑧
, 𝑈 =

𝑦2𝑧3

𝜒
, 𝑀(

1

 2
 2,

 3

2
). 

9.9 𝑉 = 6 6𝑥3 − 6 6𝑦3 + 2𝑧3, 𝑈 =
𝑦

𝑥𝑧2
, 𝑀(

1

 6
′

1

 6
, 1). 

9.10 𝑉 = 𝑥2 − 𝑦2 − 3𝑧2, 𝑈 =
𝑦𝑧

𝑥

2
, 𝑀  

1

 2

1

 2

1

 3
 . 

9. 11 𝑉 =
3𝑥2

 2
−

𝑦2

 2
+  2z2, 𝑈 =

z2

𝑥2𝑦2
, 𝑀(

2

3
, 2,  

2

3
).  

9. 12 𝑉 =
𝑥3

 2
−

y3

 2
−

8𝑧3

 3
, 𝑈 =

𝜒2

𝑦2𝑧3
, 𝑀 ( 2,  2,

 3

2
). 

9.13 𝑉 =
3

2
𝑥2 + 3𝑦2 − 2𝑧2, 𝑈 = 𝑥2𝑦𝑧3, 𝑀(2, 

1

3
,  

3

2
). 

9.14 𝑉 = 9 2𝑥3 −
𝑦3

2 2
−

4𝑧3

 3
, 𝑈 =

𝑥𝑦2

𝑧3
, 𝑀(

1

3
, 2,   

3

2
). 

9.15 𝑉 =  2𝑥2 −
3𝑦2

 2
− 6 2𝑧2, 𝑈 =

1

𝑥𝑦2𝑧
, 𝑀(1,

2

3
,

1

 6
). 

9.16 𝑉 = 𝑥2 + 9𝑦2 + 6𝑧2, 𝑈 =
1

𝑥𝑦𝑧
, 𝑀(1,

1

3
,

1

 6
). 

9.17 𝑉 =
1

 2𝜒
−

2 2

𝑦
−

3 3

2𝑧
 𝑈 =

𝜒

𝑦2𝑧3
, 𝑀(

1

 2
,  2,

 3

2
). 

9.18 𝑉 = −
4 2

𝜒
+

 2

9𝑦
+

1

 3𝜒
 , 𝑈 = 𝑥2𝑦𝑧, 𝑀(2,

1

3
,

1

 6
). 

9.19 𝑉 =
𝑥3

 2
−

𝑦3

 2
−

8𝑧3

 3
, 𝑈 =

𝑦2𝑧3

𝑥2
, 𝑀( 2,  2, 

 3

2
). 

9.20 𝑉 = −
3𝑥3

 2
+

2 2𝑦3

3
+ 8 3𝑧3, 𝑈 =

𝑥2𝑧

𝑦3
, 𝑀( 

2

3
,  

3

2
′

1

2
) 

Задание № 10. Найти производную скалярного поля U = U (x, y, z) в точке 

M (x,y, z)  

10.1 𝑈 = 𝑥 𝑦 − (𝑧 + 𝑦) 𝑥, 𝑆 = 2𝜄   – 2𝑗 + 2𝑘  , 𝑀(1,1, – 2). 

10.2 𝑈 =  𝑥𝑦 – 4 − 𝑧2, 𝑆 = 2𝜄  – 2𝑗 − 𝑘  , M(1,1,0). 

10.3 𝑈 = (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3

2 , 𝑆 = 4𝜄  – 2𝑗 + 2𝑘  ,𝑀(0, – 3,4). 

10.4 𝑈 = 𝑙𝑛(1 + 𝑥2 + 𝑦𝑧) −  𝑥2 + 𝑧2 , 𝑆 = −6𝜄 + 3𝑗 + 2𝑘  , 𝑀(3,0, – 4).  

10.5 = (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3

2, 𝑆 = 𝜄 – 𝑗 → +𝑘  , 𝑀(1,1,1). 

10.6 = 𝑥 + 𝑙𝑛 (𝑧2  + 𝑦2), 𝑆 = −2𝜄 + 𝑗 − 𝑘   , 𝑀(2,1,1). 

10.7 𝑈 = 𝑥2𝑦 −  𝑥𝑦 + 𝑧2 , 𝑆 = 2𝜄 − 2𝑘   , 𝑀(1,5,−2). 

10.8 𝑈 = 𝑦 ln(1 + 𝑥2) − arctgz , 𝑆 = 2𝜄 – 3𝑗 – 2𝑘  ,𝑀(0,1,1). 

10.9 𝑈 = l𝑛(3 − 𝑥2) + 𝑥𝑦2𝑧, 𝑆 = – 𝜄 + 2𝑗 – 2𝑘  ,𝑀(1,3,2). 

10.10 𝑈 = 𝑥(ln𝑦 – arctgz), 𝑆 = 8𝜄 + 4𝑗 + 8𝑘  , 𝑀(−2,1,−1). 

10.11 𝑈 = sin(𝑥 + 2𝑦) +  xyz, 𝑆 = 4𝜄 + 3𝑗 , 𝑀(
𝜋

2
,

3𝜋

2
, 3). 
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10.12  = 𝑥2𝑦2𝑧 − 𝑙𝑛(𝑧 − 1), 𝑆 = 5𝜄 − 6𝑗 + 2 5𝑘  , 𝑀(1,1,2). 

10.13 𝑈 = 𝑥3 + 𝑦2 + 𝑧2) 𝑆 = 𝑗 − 𝑘  , 𝑀(1,−3,4). 

10.14 𝑈 =
 𝜒

𝑦
−

𝑦𝑧

𝑥+ 𝑦
 , 𝑠 = 2𝜄 + 𝑘  , 𝑀(4,1,−2). 

10.15 𝑈 =  𝑥𝑦 +  9 − 𝑧2, 𝑆 = −2𝜄 + 2𝑗 − 1𝑘,     𝑀(1,1,0). 

10.16 𝑈 = 2 𝑥 + 𝑦 + 𝑦. arctgz , 𝑆 = 4𝜄 − 3𝑘,     𝑀(3,−2,1). 

10.17 𝑈 = 𝑧2 + 2𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥 − 𝑦),𝑆 = 𝜄 + 2𝑗 − 2𝑘,     𝑀(1,2,−1). 

10.18 𝑈 = ln(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑥𝑦𝑧, 𝑆 = 𝜄 − 𝑗 + 5𝑘,     𝑀(1,−1,2). 

10.19 𝑈 = 𝑥𝑦 −
𝑋

𝑍
, 𝑆 = 5𝜄 + 𝑗 − 𝑘  , (−4,3,−1). 

10.20 𝑈 = 𝑙𝑛(𝑥 +  𝑦2 + 𝑧2), 𝑆 = −2𝜄 − 𝑗 + 𝑘  , 𝑀(1,−3,4). 
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