
1 

 

МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования 
«Кузбасский государственный технический университет имени Т. Ф. Горбачева»  

Кафедра математики 

 

 

 

 

Составители 

В. М. Волков 

Е. А. Волкова 

 

 

 

МАТЕМАТИКА: ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 

 

Методические материалы 

 

 

 

Рекомендовано учебно-методической комиссией направления  

подготовки 15.03.05 Конструкторско-технологическое обеспечение  

машиностроительных производств 

в качестве электронного учебного издания  

для использования в образовательном процессе 

для всех форм обучения 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Кемерово 2018 



2 

 

Рецензенты 

Гоголин В. А. – доктор технических наук, профессор кафедры матема-

тики ФГБОУ ВО «Кузбасский государственный технический университет 

имени Т. Ф. Горбачева» 

Грибанов Е. Н. – кандидат технических наук, доцент кафедры матема-

тики ФГБОУ ВО «Кузбасский государственный технический университет 

имени Т. Ф. Горбачева» 

 

 

 

 

 

Волков Владимир Матвеевич 

Волкова Екатерина Анатольевна 

Математика: дифференциальные уравнения: методические мате-

риалы [Электронный ресурс] для обучающихся направлений бакалавриата и 

всех специальностей всех форм обучения / сост. В. М. Волков, Е. А. Волкова; 

КузГТУ. – Электрон. издан. – Кемерово, 2018.  
 

 

 

 

 

 

Приведен материал, необходимый для успешного изучения дисциплин 

«Математика», «Высшая математика», «Математика (общий курс)». 

Назначение издания – помочь студентам в получении знаний 

по разделу «Математика: дифференциальные уравнения» и в организации 

самостоятельной  работы. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 КузГТУ, 2018 

 Волков В. М.,  

    Волкова Е. А.,  

    составление, 2018 

 



3 

 

Методические материалы предназначены для организации 

практических занятий и самостоятельной работы студентов всех 

форм обучения, направлений и специальностей по разделу «Мате-

матика: дифференциальные уравнения». 

Практические занятия разбиты по темам согласно рабочей 

программе, приведены задания для решения на практических заня-

тиях и задания для самостоятельной работы студентов. 

 

 



4 

 

Практические занятия и самостоятельная работа  

студентов очной формы обучения 
 

Раздел 1. Дифференциальные уравнения первого порядка.  

Общее и частное решения, задача коши.  

Уравнения с разделяющимися переменными. Однородные уравне-

ния. Линейные уравнения, уравнение Бернулли. 

 

Практическое занятие: 

 

1. Является ли функция 
















 xCexy

1

2 1  решением уравнения 

  22 21 xyxyx  ? 

2. Найти общее решение дифференциальных уравнений 

первого порядка с разделяющимися переменными: 

 

y
xy     01  xyyx  

xyxy  2  dxxyydyxydyxdx 22 2334   

ydyxydydxy 224     05 22  dxyedye xx  

0ln  yxyy  xyxy  2  

031 22  dyxydxyx      0 dyyxydxxxy  

 

3. Найти решение задачи Коши: 

 

    40,1  yeyey xx  eyxyyy 









16

15
,01ln3  

   
  11,0

21






y

xy

dy

yx

dx
       10,011 426  ydyxydxyx  

  12,ln 


yy
y

y
     40,1  yeyey xx  
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4. Найти общее решение однородных дифференциальных 

уравнений первого порядка: 

 

x

y

e
x

y
y   

22 yxyyx   

x

y

xeyyx


  
  yxyxyxy  22 2  

yxyyxy  22  x

y

xeyyx   

yyxyxy     xydxdyyx 222   

x

y

x

y
tgy     02  dxyxydy  

  dyxydxyx 22   ydyydxxdy   

x

y

xeyyx    223 22 yxyyx   

   dyxyydxxdyx 22 32    yxyxyxy  22 2  











x

y
xctgyyx   yxyxyxy  22 2  

  02  xdydxyxy  









x

y
xtgyyx  

 

5. Найти решение задачи Коши: 

 

  .01;22  yyxyyx      .11;0  ydyxxyydx  

  .11;ln  y
x

y
yyx    11;

2
3

2

2















 ydy

x

y
dx

x

y
 

  .2;sin  yy
x

y
xyx  

    11;032  yxdydxyx  
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6. Найти общее решение линейных дифференциальных 

уравнений первого порядка: 

 

0 x
x

y
y  xeyy 24   

1
21

2



 y

x

x
y  02 3  xxyy  

xxeyy      222 121 xxyyx   

  11 2  xyyx  03  xyy  

yxy   x
x

y
xy  ln  

 

7. Найти решение задачи Коши: 

 

  21,0123  yxyxyx   
2

3
1,2

2

2 


 yxx
x

y
y  










 


2

2
,sin yxyyx    01,02 2  yxyyx  

    10,11 2  yxyyx    11,322  yxyyx  

 

8. Кривая обладает тем свойством, что отрезок, отсекаемый 

касательной на оси Oy , равен абсциссе точки касания. Найти урав-

нение кривой, проходящей через точку  1,20M . 

9. Найти линии, у которых отрезок, отсекаемый на оси Oy  ка-

сательной в произвольной точке, пропорционален квадрату ордина-

ты  точки касания. Найти уравнение кривой, проходящей через 

точку  1,10M . 

10. Найти линии, обладающие тем свойством, что отрезок ка-

сательной в любой еѐ точке, заключѐнный между осью Ox  и прямой 

xy   делится точкой касания пополам. Написать уравнение кривой, 

проходящей через точку  1,10M . 

11. Найти линию, у которой любая касательная пересекается с 

осью Oy  в точке, одинаково удалѐнной от точки касания и от нача-

ла координат. Найти уравнение кривой, проходящей через точку 

 3,10M . 
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Самостоятельная работа: 

1. Является ли функция 
C

Cxy
1

  решением уравнения 

0
1


y
yyx ? 

2. Найти общее решение дифференциальных уравнений 

первого порядка с разделяющимися переменными: 

 
yexy 23cos   xyy 3sincos2   

y

x
y

4sin

3cos
  dyxydxdyyx 323   

yyyx  242  yxey y  34 2  

3 52 yxy     02  xdydxyxy  

 

3. Найти решение задачи Коши: 

 

  11,16  yyyx    10,
52




 y
y

x
y  

    10,
3sin

12  y
y

x
yx      10,1 22  yeyye xx  

      11,0  ydyxxydxyxy    10,
52

3 2




 y
x

y
y  

    1)1(,022  ydxyyxdyxxy   

 

4. Найти общее решение однородных дифференциальных 

уравнений первого порядка: 

 

 dxyxxdy     02  dyxxyydx  

   dyyxdxxy   ydyydxxdy  2  

  02  yxyyx    023 22  xydydxxy  

yyyyx 2  dxyxydxxdy  22  

 dxyxxdxydyx  422    022  xydydxyx  











x

y
xtgyyx  

x

y

y

x
y   
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 
 yx

yx
y




  xydydyxdxy  22  

22 yxyyx     02  xdydxyx  

  02  yyxxy  x

y

xeyyx   

 

5. Найти решение задачи Коши: 

 

    11;022 22  yxydxdyxy   
3

1,

sin












 y

x

y

x
yyx  

  01;22 






  ydyyyxxdx    ey
x

y
yyx 








 1;ln1  

    .11;0  yydxdyxxy      11;lnln3  eyxyyyx  

 

6. Найти общее решение линейных дифференциальных 

уравнений первого порядка: 

 

xxyxy  sincos  x
x

y
arctgxy 2

1 2



  

xeyy  2  
2

2 xxexyy   

322  xyyx  243 yxyyx   

023 23  yxyx  23 xyyx   

52 xxyyx   
2

2 xxexyy   

x
ytgxy

cos

1
  yxexyy x   2

24  

 

7. Найти решение задачи Коши: 

 

  .
4

10;2  yxeyy x
   00;3 3   yxeyy x

 

  11;
4

 y
y

x
yyx  







 


2
;sin2 yxxy

dx

dy
x  

  00;arcsin2
2

  yxexyy x      10;1 2   yyexxyy x  
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1
2

;cossin 3 






 
 yyxyxy      30;1  ydxytgxdy  

    11;3532 22  yyxyyx      00;3412  yxyyx  

 

8. Найти уравнение кривой, для которой отрезок касательной 

между точкой касания и осью Ox  делится пополам в точке пересе-

чения с осью Oy . Кривая проходит через точку  1,10M . 

9. Найти семейство кривых каждая из которых обладает тем 

свойством, что угловой коэффициент касательной в любой точке 

M  кривой вдвое больше углового коэффициента радиуса-вектора 

точки M . Записать уравнение кривой, проходящей через точку 

 3,20M . 

10. Кривая обладает тем свойством, что отрезок, отсекаемый 

касательной на оси Oy , равен длине радиуса-вектора точки касания. 

Найти уравнение кривой, проходящей через точку  1,10M . 

11. Кривая обладает тем свойством, что отрезок, отсекаемый 

касательной на оси Ox , проведѐнной в любой точке кривой, равен 

квадрату абсциссы точки касания. Найти уравнение кривой, прохо-

дящей через точку  2,10M . 

 

Раздел 2. Дифференциальные уравнения второго порядка. Общее и 

частное решения, задача коши. Дифференциальные уравнения, до-

пускающие понижение порядка. Линейные однородные дифферен-

циальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициен-

тами. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения вто-

рого порядка с постоянными коэффициентами и правой частью 

специального вида. 

 

Практическое занятие: 

1. Найти общее решение дифференциального уравнения, ис-

пользуя метод понижения порядка уравнения: 

 

21

1

x
y


  x

x

y
y 


  

xtgxyy 2sin  02  xyyx  

y

x
y


  12  yxyx  
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  01  yey x
 xyyx   

xyyy  2 , замена: yyz   0 yyxyx  

23 yyyy   yyy  2  

22 yyyyy   12  yyy  

13  yy  32 yyyy   

 

2. Найти частные решения дифференциальных уравнений, 

удовлетворяющие заданным начальным условиям: 

 

    00,10,  yyxey x      21,1,ln eyey
x

y
yyx 


  

    00,
2

1
0,

cos2
 yy

x

tgx
y     

4

1
0,

4

1
0,

2
 yy

e

x
y

x
 

    10,00,
1

2
2










yy

y

yy

y

y
     33

2

3
1,11,01  yyyyy  

    10,00,2  yyey y
       10,00,12 2  yyyyy  

 

3. Найти общие решения линейных однородных дифференци-

альных уравнений второго порядка с постоянными коэффициента-

ми: 

 
065  yyy  02510  yyy  

016  yy  0106  yyy  

 

4. Найти частные решения дифференциальных уравнений, 

удовлетворяющие заданным начальным условиям: 

 

   







.70,00

,0239

yy

yyy
 

   







.10,30

,069

yy

yyy
 

   







.30,10

,0376

yy

yyy
 

   







.60,20

,045

yy

yyy
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5. Найти общие решения линейных неоднородных дифферен-

циальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициента-

ми: 

 

362 2  xyy  14 2  xxyy  

xeyy 38  
xeyyy 32106   

xeyy   xyy sin4  

xyyy 3cos5412   xyyy 3sin1365   

 

6. Найти частное решение дифференциального уравнения, 

удовлетворяющее начальным условиям 

 

    40,10

,432 2





yy

xxyy
 

   
2

5
0,40

,43052 2





yy

xyy

 

    20,40

,352 2





yy

xxyyy
 

    60,10

,33 3





yy

eyy x

 

    10,30

,2





yy

eyy x

 
    30,10

,1544 3





yy

eyyy x

 

    10,30

,26 3





yy

eyyy x

 
 

    00,30

,22





yy

exyyy x

 

    1,1

,2sin2cos6





yy

xxyy
 

   
7

1
0,

7

5
0

,3sin134





yy

xyyy

 

 

Самостоятельная работа: 

 

1. Найти общее решение дифференциального уравнения, ис-

пользуя метод понижения порядка уравнения: 

 
yxy   yyx  1  

2xeyyx x    021 2  yxyx  

x

y
xyyx sin  12 2  yyyx  

  21 2  yxyx  xyctgxy 3sin2   
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  02  yyx  yxyx  22  

x

y
yyx


 ln  0123  yxyx  

y

x

x

y
y






2

   32 21 xyxyx   

 212 yyy      22 yyyy   

yyyy   yy  2  

22 432 yyyy     yyyyyx  22 ,замена: yyz   

 

2. Найти частные решения дифференциальных уравнений, 

удовлетворяющие заданным начальным условиям: 

 

   
5

3
0,10,

cos

1
2

 yy
x

y  
    00,00,  yyarctgxy  

    42,02,
2







 yy
y

x

x

y
y      11,31,

ln
2

 yy
x

x
y  

    10,00,  yyeyy y     
3

1
0,20,02 3  yyyyy  

    01,11,013  yyyy      12,12,32 2  yyyy  

 

3. Найти общие решения линейных однородных дифференци-

альных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами: 

 
022  yyy  096  yyy  

0136  yyy  0823  yyy  

044  yyy   

 

4. Найти частные решения дифференциальных уравнений, 

удовлетворяющие заданным начальным условиям: 

 

   







.10,70

,09

yy

yy
 

   







.30,50

,09

yy

yy
 

   







10,40

0106

yy

yyy
 

   









40,30

,362 2

yy

xyy
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5. Найти общие решения линейных неоднородных дифферен-

циальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициен-

тами: 

 

xxyyy  2136  xxyy 244 3   

262 xyyy   24552 2  xxyyy  

xxeyyy 678   
xexyyy 2103   

xeyyy x 4cos136 3  xeyyy x 2cos22   

xeyyy x sin2   xyy sin4  

xeyyy x 2cos22   xyyy 3cos5412   

 

6. Найти частное решение дифференциального уравнения, 

удовлетворяющее начальным условиям 

 

    20,00

,52





yy

xyy
 

    00,50

,294 2





yy

xxyyy
 

    5,00,50

,144 2





yy

xxyyy
 

    10,30

,844 2





yy

xxyy
 

    00,10

,296 3





yy

eyyy x

 
    30,50

,2





yy

xeyyy x

 

    4,3

,222 2





yy

eyyy x

 
    20,10

,832 3





yy

eyyy x

 

    40,10

,323



 

yy

eyyy x

 
    10,40

,22





yy

eyyy x

 

    00,40

,365



 

yy

eyyy x

 
    30,10

,6





yy

eyy x

 

    20,50

,1065 2





yy

eyyy x

     30,20

,3cos9





yy

xyy
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Раздел 3. Дифференциальные уравнения высших порядков. 

 

Практическое занятие: 

 

1. Найти общее решение дифференциального уравнения ме-

тодом понижения порядка 

 

xxy sin2   
x

y
y v 

  

2 yctgxy  
x

tgxyy
cos

1
  

  

2. Найти решение задачи Коши 

 

   

  01

,11,01

,12







y

yy

xyyx

 
 

    11,51

,01,
6
3





yy

y
x

y
 

 

   
2

1
0,

4

1
0

,
8

9
0,2





yy

yey x

 
 

    00,
8

1
0

,10,cos2





yy

yxy

 

 

    20,50

,80,12





yy

yey

x

 
 

 

      02,12,02

,6 2
2









yyy

yy
y

y
y

 

 

3. Найти общие решения линейных неоднородных дифферен-

циальных уравнений высших порядков с постоянными коэффици-

ентами: 

 
2123 xyyy   xxyy 36 2   

xxyy  2  xyyyy v 233   

  xexyyy  211843    xexyyy 144   

xyy cos   xxyy 7sin7cos4949   
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Самостоятельная работа: 

 

1. Найти общее решение дифференциального уравнения ме-

тодом понижения порядка 

 
22 yyx   yxxy  ln  

yyx   022  yyxctg  

yytgx  2  145  yxyx  

xyxyx  23  2

2
2

x
yyx   

 

2. Найти решение задачи Коши 

 

 

    00,00

,10,sin





yy

yxy
 

 

    01,01

,
4

1
1,

1





yy

y
x

y
 

 

    00,00

,00,sin





yy

yxxy
 

1
2

,1
2

,
22

,2sinsin4








 








 











 


yy

yxxy

 

 

   
2

1
0,

8

2cos
0

,
8

1
0,2sin





yy

yxxy

 

 

    00,
16

15
0

,20,4cos





yy

yxy

 

 

3. Найти общие решения линейных неоднородных дифферен-

циальных уравнений высших порядков с постоянными коэффици-

ентами: 

 

52665 2  xxyyy  39181213 2  xyyy  

 2165  xyyy   225  xyy v
 

  xexyyy 2123     xexyyyy  1216254  

xxyy cos6sin10   xyy 8cos12864   
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Самостоятельная работа студентов 

 

Студенты обязаны в объеме часов, отпущенных на 

самостоятельную работу, при изучении данной дисциплины 

выполнять следующие виды самостоятельной работы: 

 разбор и изучение теоретического материала по учебникам, 

пособиям и конспектам лекций; 

 решение заданий по темам практических занятий; 

 подготовка к промежуточному контролю. 

 

К экзамену/зачету необходимо выполнить все виды работ. 

 

Перечень основной и дополнительной учебной литерату-

ры, необходимой для освоения раздела «Математика: диффе-

ренциальные уравнения»: 

 

Основная литература 

1. Демидович, Б. П. Дифференциальные уравнения [Элек-

тронный ресурс]: учебное пособие / Б. П. Демидович, В. П. Моде-

нов. – Электрон. дан. – Санкт-Петербург: Лань, 2008. – 288 с. 

https://e.lanbook.com/book/126 

2. Мышкис, А. Д. Лекции по высшей математике. – Санкт-

Петербург: Лань, 2009. – 688 c. http://e.lanbook.com/book/281 

3. Петрушко, И. М. Курс высшей математики. Интегральное 

исчисление. Функции нескольких переменных. Дифференциальные 

уравнения. Лекции и практикум [Электронный ресурс]: учебное по-

собие / И. М. Петрушко. – Электрон. дан. – Санкт-Петербург: Лань, 

2008. – 608 с. https://e.lanbook.com/book/306 

4. Шипачев, В. С. Высшая математика [Текст]: учебник для 

студентов вузов / В. С. Шипачев. – Москва: Высшая школа, 2010. – 

479 с.  

Дополнительная литература 

5. Высшая математика в упражнениях и задачах [Текст]: в 2 ч. 

Ч. 1: учебное пособие для вузов / П. Е. Данко [и др.]. – Москва: 

ОНИКС, 2007. – 304 с. 

6. Данко, П. Е. Высшая математика в упражнениях и задачах 

[Текст] : в 2 ч. Ч. 1: учебное пособие / П. Е. Данко, А. Г. Попов, 

Т. Я. Кожевникова. – Москва: ОНИКС 21 век, 2005. – 304 с. 

http://e.lanbook.com/book/281
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7. Индивидуальные задания по высшей математике [Текст]: в 

4 ч. Ч. 2: учебное пособие для вузов / А. П. Рябушко [и др.]. – 

Минск: Высшая школа, 2007. – 396 с. 

8. Бронштейн, И. Н. Справочник по математике для инжене-

ров и учащихся втузов [Электронный ресурс]: справочник /  

И. Н. Бронштейн, К. А. Семендяев. – Электрон. дан. – Санкт-

Петербург: Лань, 2010. – 608 с. https://e.lanbook.com/book/678 

9. Кузнецов, Л. А. Сборник заданий по высшей математике. 

Типовые расчеты [Электронный ресурс]: учебное пособие / 

Л. А. Кузнецов. – Электрон. дан. – Санкт-Петербург: Лань, 2015. – 

240 с. https://e.lanbook.com/book/4549 


